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INDUKTIVNI POSTUPY A EXPERIMENTOVANI V MATEMATICE

Jaroslav BERANEK
Masarykova Univerzita, Pedagogicka fakulta (Ceska republika)
beranek@ped.muni.cz

Abstrakt

Prispévek je vénovan vyuziti induktivniho postupu a experimentovani pii feSeni
matematickych uloh. V textu je uvedena tada ptikladd, pii jejichz feSeni jsou tyto metody
vyuzity ke stanoveni hypotéz, vcetné jejich ditkazii matematickou indukci. Uvedené ptiklady
lze vyuzit pti ptipravé budoucich uciteli matematiky na 1. stupni zakladni skoly.

Kli¢ova slova: matematicka uloha, netplna indukce, matematickd indukce, délitelnost

INDUCTIVE PROCEDURES AND EXPERIMENTS IN MATHEMATICS

Abstract

The article is devoted to the use of the inductive procedure and experiments while solving
mathematical problems. The author supplies the number of exercises where these methods are
used for stating hypotheses, including their proofs with the use of mathematical induction. The
given exercises can be used when teaching future elementary school teachers.

Keywords: mathematical problem, inductive reasoning, mathematical induction, divisibility

1. Uvod

Obsah a vyuka skolské matematiky se neustéale rozviji, a to na vSech typech a stupnich skol.
Také na 1. stupni ZS se metodické postupy pii vyuce matematiky ve vzdélavaci oblasti
»Matematika a jeji aplikace™ neustdle rozvijeji. Tomu musi odpovidat i neustdla snaha
o zkvalitiiovani pfipravy budoucich uéiteli 1. stupné ZS, a to nejen v matematice.

Tento piispévek piinasi jednu z moznosti, na kterou studenti nejsou vétSinou zvykli
a malo ji vyuzivaji; jde o experimentovani a vyuziti induktivniho postupu pii hledani feseni.
Studenti (a Casto 1 zaci ve Skole) byvaji zvykli na naucené algoritmy. Pokud zadana uloha ¢i
problém piimo neodpovidéa nékterému z algoritml, byvaji dost ¢asto bezradni. Pfitom obvykle
stai pomoci experimentu ¢i neuplné indukce vyfeSit nékolik moznych ptipadi
a vtomto postupu pokracovat tak dlouho, az objevi néjakou zékonitost. Pak lze vyslovit
hypotézu a tu nasledné dokazat matematickou indukci. Pfi vyuce na 1. stupni ZS se
pochopitelné dikaz provadét nemuze. Piiklady uvedené v textu pochézeji z mnohaletych
vlastnich autorovych ptiprav do vyuky, kam byly pievzaty z fady prament, riiznych ucebnic,
skript ¢i roCenek starSich ro¢nikii matematické olympiady (napt. [1], [2], [5], [8]). Dalsi
zajimavé problémy, resp. teoretické zdklady matematické indukce, 1ze nalézt v publikacich

[31, [4], [6], [7].
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2. Soubor uloh
1. Jako prvni uvedeme zajimavou ulohu, zadanou pied lety v MO v kategorii pro 4. ro¢nik.

wJe zadano slovo RUKA. Z tohoto slova utvorime dalsi slovo tak, Ze posledni pismeno
premistime na zacatek a vyménime souhlasky R a K. Vznikne tak slovo AKUR. Dale
pokracujeme stejnym zpiisobem ve tvoreni dalsich slov. Urcete, které slovo je v této rade slov
na 25. miste. “

Reseni: Podle zadani budeme tvofit fadu slov: RUKA, AKUR, KARU, URAK, RUKA, ...
Je vidét, ze prvni Ctyfi slova se jiz budou pravidelné opakovat. Vidime, Ze slovo RUKA je na
prvnim misté, dale na patém misté, devatém misté atd. Snadno ur¢ime, Ze na 25. misté bude
stat ptivodni slovo RUKA.

2. Bézné je znama povest o kladeni zrnek obili na Sachovnici (1, 2, 4, 8, ...) jako odména
pro starovekého ucence (pokud neni, Ize ji Zakim jako motivaci vypraveét). Nas ale zajima, jaka
je posledni cifra tohoto cisla 2% (zacindme od jednoho zrnka na prvaim policku, tj. &isla 2°).

Reseni: Mnoho zaki i studentii by v této chvili feSeni ulohy vzdalo nebo uzavielo s tim, Ze
to nelze zjistit. Pfitom stadi psat postupné po sobé jdouci mocniny &isla 2 (pocinaje 2')
a sledovat jejich posledni cifry tak dlouho, az objevime zakonitost. PiSeme tedy

2,4,8,16,32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, ...

Je vidét, Ze se postupné opakuji posledni cifry 2, 4, 8, 6. Mizeme vyslovit hypotézu, Ze
¢isla 2!, 25, 2%, ... jsou zakonéena &islici 2, &isla 22, 2°, 210, ... jsou zakonéena &islici 4, &isla 2°,
27,21, ... jsou zakonéena &islici 8 a &isla 2%, 28, 212, ... jsou zakondena &islici 6. Davé-li tedy
exponent pfi déleni ¢tyfmi zbytek 1, je posledni cifra 2. Dava-li zbytek 2, je posledni cifra 4,
pti zbytku 3 je posledni cifra 8 a je-li exponent délitelny Ctyfmi, je Cislo zakonceno &islici 6
(exponent musi byt riizny od nuly). Exponent &isla 29 dava pti déleni étyimi zbytek 3, hledana
posledni ¢islice tohoto Cisla je tedy 8.

Poznamka: Vy$e uvedeny verbalni popis feSeni lze uZit i na 1. stupni ZS (bez pouziti
mocnin a slova exponent). Pfi feSeni se studenty VS je nutno feSeni formalné¢ popsat. Po
induktivnim postupu Ize vyslovit ¢tyfi hypotézy (m € No):

(i) (YmeN)2#3=10m+ 2,
(ii) (YneN)2#2=10m + 4,
(iii) (YneN) 21 =10m + 8§,
(iv) (vneN)2*=10m + 6.

Tyto hypotézy je nutno dokazat matematickou indukci. Dokézeme prvni z nich, ostatni se
dokazi analogicky. Dokazujeme tedy tvrzeni (Ve N) 243 = 10 m + 2.

Pro n = I piseme 2/ = 2 (m = 0), tedy tvrzeni plati. Nyni pfedpokladame platnost tvrzeni
pron =2, 3, 4, ..., k; dokédzeme jeho platnost pro k& + 1.
240H1)=3 = pHkH = D=3 . A= (10m +2) - 2= (10m +2) - 16 = 160 m + 32 = 10M +2.

Poznamenejme, Ze analogicka uloha lze formulovat pro mocniny cisla 3, Ize tedy hledat
posledni cifru nap¥. &isla 3%, Také pii zkoumani mocnin &isla 3 dostavame opakujici se cyklus
Styt poslednich &islic 3, 9, 7, 1. Uved'me nékolik mocnin &isla 3, pocinaje 3':

3,9,27, 81,243,729, 2187, 6561, 19683, 59049, 177147, 531441....
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Posledni &islice ¢isla 3% je tedy 7. Dale poznamenejme, Ze studenti odborné matematiky
by pii feseni téchto ﬁloh zfejmé vyuzili teorie kongruenci pomoci nichi lze resit i podstatné
kongruenci diskutabilni. U Jednoduchych uloh, jak bylo ukazano, se lze pouziti kongruenci
vyhnout.

3. Na dalsim ptikladu ukédzeme, ze induktivni postup, tj. zkouSeni rtiznych moznosti
a hledani zdkonitosti, mtize vést k uspéchu i tehdy, zda-1i se tloha na prvni pohled nefesitelna.

Dokazte, Ze Cislo 2! + 22 + 23 + ... + 219 je délitelné tremi.*

Reseni: Jedna se o soucet sta Cisel, neni to tedy nekonecna fada. Je ale zfejmé, Ze jde

o soucet prvnich sta ¢lenti geometrické posloupnosti s prvnim clenem 2, kvocientem 2

- NSRRI , q"-1 ,
a poslednim ¢lenem 2%, Pro tento soucet existuje obecny vztah s, = a; - PR dosazeni

a (pravé mame 5,90 = 2/ — 2. Toto &islo v8ak neni moZno uzit k feSeni ulohy, nebot’ neni
mozno dokézat jeho délitelnost tfemi. Jak tedy nyni postupovat? Zacneme postupné pocitat
¢astecné soucty prvnich n€kolika ¢lenti a hledat zdkonitost. Objevime hypotézu, ze soucet dvou
po sob¢ jdoucich mocnin ¢isla dvé je vzdy délitelny tfemi. Dokazeme-li tuto hypotézu, je ditkaz
snadny. Cislo v zadani je souétem sta (tj. sudého poétu) po sobé jdoucich mocnin &isla dvé.
Tento soucet rozdélime na soucty dvojic po sob& jdoucich mocnin, s% = (21 + 22) + (23 + 2¢)
+ (22 + 25 + ...+ (2% + 219, ¢islo v kazdé zavorce je délitelné tiemi, tedy i celkovy soudet
je délitelny tfemi. Zbyva ale jest¢ dikaz vyslovené hypotézy Vn e N: 3 | (2" + 2n*1). Tento
dikaz je jednoduchy a vyuziva bézn¢ zndmy vztah pro pocitani s mocninami:

M tl=gn 2. m=3 .0

Cislo 27 + 22 + 23 + ... + 21 je tedy skutedné délitelné tiemi.

4. Dal$im zajimavym problémem jsou pro budouci studenty ugitelstvi pro 1. stupefi ZS
nekonecné fady a jejich soucty. Opét nemame na mysli seznamit tyto studenty s ucelenou teorii
nekonecnych tad vcetné kritérii konvergence (pouze pojem ¢asteéné soucty bychom neméli
vynechat), avSak nékteré ptiklady fad by byla Skoda opomenout. Velmi ptekvapivé je pro né
zjisténi, Ze soucet ndsledujici nekone¢néfady 1 -1+1-1+1-1+1-1+1-1+... neexistuje.

Vhodnym pierovnanim jejich ¢lend lze totiz dostat rtizné hodnoty. Napf. pti uzavorkovani
a-H+1d-nH+d-H)+{d-1)+(1-1)+ ... dostaneme jako soucet Cislo 0, avSak pfi
uzévorkovéni 1 +( 1 +1)+(=1+1) +( 1+ l) +( 1+ 1) + ... bude souétem ¢islo 1 Existuji

vvvvvv

1 1

fadu S = Y, (E - ﬁ) Induktivnim postupem mohou studenti psat postupné Jednothve

¢leny fady a doufat, ze objevi n¢jakou zékonitost. V tomto ptipad¢ snadno zjisti, Ze po jisté
dob¢ se ¢leny fady zacnou postupné navzajem rusit. Plati totiz

1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 1 1 1,1,1,1 57
= S-S — oo — - —+ Stz =2
7 4 8 5 9 6 10 7 11 8 12 9 13 3 4 5 6 60
V4 u ufadu s = ul
Vezméme nyni jinou nekone¢nou fadus =Y 5, —— ( . V tomto ptipad¢ podobny vypis ¢lent
v 2 3 4
fady nepomiize, je nutné pocitat ¢aste¢né souciny. P001teJme tedy: S1=-, S2= 3 S3 = " Sy = -

Nyni mizZeme vyslovit hypotézu Vn € N: S, = E Tuto hypotezu musime ale dokazat

matematickou indukci. Pro n = I hypotéza plati, nebot’ S; = E . Nyni ptedpokladejme jeji platnost

pron =2, 3, ..., k; dokdaZzeme ji pro n = k + I. OznaCeni ak+; znamena (k+1)-ni ¢len dané
nekonecné fady.



Elementary Mathematics Education Journal 2022, Vol. 4, No. 1
ISSN 2694-8133

k 1 k(k+2)+1 k+1 , , , . -
=S + =" 4 = ="

Sk+1=Sk+ ak+1 il DG ReDGD Rz Hypotéza tedy plati. Nyni je ukolem urcit
soucet dané fady. Pro studenty obeznamené s pojmem limity neni problém urcit, Ze limita

posloupnosti ¢asteCnych souctd, a tedy i soucet fady, je rovna Cislu 1. Studenti, ktefi se
s pojmem limity nesetkali, musi postupovat usudkem. Vztah S, = ﬁ mohou postupné upravit

1 C . 1 y .
do tvaru Sp= i odkud je ziejmé, ze vzrusta-li hodnota n nad vSechny meze, plati S» = 1.
n
Ptfipomenime, Ze uvazujeme o studentech ucitelstvi pro 1. stupen ZS, u nichz nelze

predpokladat vétsi znalosti matematické analyzy. Pro studenty odborné matematiky by podobné
nekonecné fady byly naprosto trividlni.

Pti vyuziti induktivniho postupu a experimentovani pii feseni uloh mtze dojit k situacim,
kdy induktivni postup k ni¢emu nevede, resp. je dand tloha feSitelnd podstatné jednodussim
zpusobem. Uvedeme ptiklady na ob¢ situace.

5. ,,Urcete vztah pro pocet pn uhlopricek pravidelného n-uthelnika.*

Reseni: Zkusime vyuzit induktivni postup, tj. provedeme naért daného n-uhelnika
a spocitame jeho uhlopticky. Pro n = 3 (nejjednodussi mozny n-thelnik) plati p3 = 0, pron = 4
plati p4+ = 2, dale plati ps = 5, ps = 9, p7 = 14, ... . Po chvili tivah je moZno objevit rekurentni
vzorec pn+1 = pn + (n-1), ktery vSak nevede k ur€eni pfimého vypoctu hodnoty p.. Studenti
odborné matematiky by mohli aplikovat obecnou teorii feSeni linedrnich rekurentnich
posloupnosti, coz je ale pro naSe ucely nevhodné. Proto musime vzorec pro p» odvodit piimo.
Ukazuje se, ze to neni piili§ obtizné. Z kazdého vrcholu pravidelného n-tthelnika vychézi n—3

n(

uhlopfticek, kazda z nich spojuje dva vrcholy; hledany vztah je tedy p» = %3) Tento vztah jiz

bez problémii dokazeme matematickou indukci. Dikaz za¢iname pro n = 3, kdy vztah plati.
Indukénim predpokladem pro n = k je pk = @ dokazeme platnost vztahu pro n = k+1.

Z pravidelného k-thelnika vytvoiime pravidelny (k+7)-thelnik ,,pfidanim* jednoho vrcholu.

Z tohoto ,,pfidaného* vrcholu vede k—2 thlopftiéek, o které je nutno zvétsit hodnotu pir. Musime

ale pficist jesté jednu uhlopticku, kterd pridanim vrcholu vznikla z jedné strany k-uhelnika. Plati
k(k—-3) k?—k-2 (k+1)(k

tedy po dosazeni pi+; = —— (k-2) +1=..= = . 2 Vzorec jsme tedy

dokazali.

«

6. ,,Zkoumejte hodnoty f(n) polynomu n’> + 17 n + 11, vyslovte hypotézu a dokaZte ji.*

Reseni: Induktivnim postupem nalezneme hodnoty polynomu pro n = 1, 2, 3, .... Zjistime,
ze jedinou moznou hypotézou je tvrzeni, ze f(n) je liché Cislo obecného tvaru 2p + 1 (p € N).
Formalné zapsano vin e N:n? +17n+ 11=2p + 1.
Tuto hypotézu opét 1ze dokdzat matematickou indukci. Pro n = I plati f(1) = 29, coz je liché
¢islo. Z ptedpokladu platnosti hypotézy pro n = 2, 3, ..., k dokdzeme platnost pro n = k+1.
Plati: f(k+1) = (k+1)? + 17 (k+1) + 11 =...= (P + 17k + 11) +2k + 18= 2p+1) + 2(k+9) =
=2(p+k+9)+1 = 2q+1.
Tvrzeni tedy plati. Pozorny student by ale mél zjistit, Ze tento postup je zbyte¢ny. Pfimo ze
zadani polynomu n? + 17 n + 11 plyne, Ze f{n) je vzdy liché &islo. Lze psat fin)=n (n + 17) + 11,
pricemz v soucinu n (n + 17) je vzdy jedno z Cisel n, n+17 liché a druh¢ je sudé, tento soucin
je tedy vzdy sudé ¢islo. Po pficteni Cisla 17 je f(n) vzdy liché Cislo. Lze se tedy obejit bez
induktivniho postupu, staci vyuzit zakladni znalosti z teorie délitelnosti.
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7. V tomto piikladu ukdzeme, Ze kazda hypotéza se ned4 jednoduSe dokézat matematickou
indukci.

¢

., Zkoumejte soucty prvnich po sobé jdoucich lichych cisel, vyslovte hypotézu a dokazte ji*.

Reseni: Induktivnim postupemuréime / =1, 1 +3=4,1+3+5=9 1+3+5+7=16,
atd. Vyslovime hypotézu Vi € N: 1 + 3 + 5 + (2n—1) = u?, tedy Ze kazdy takovy soucet je
druhou mocninou néjakého piirozeného ¢isla. Dikaz matematickou indukci by byl ziejmé
teoreticky mozny, ale velmi komplikovany. Tento ptiklad je pfitom idedlni ukézkou na
motivacni vyuziti prvkil z historie matematiky. Studenty 1ze seznamit se ¢tvercovymi Cisly,
uzivanymi ve starovéku, dale s trojihelnikovymi €isly atd. Zakreslime-li nyni postupné soucty
prvnich po sob€ jdoucich ptirozenych ¢isel do Ctvercové site, uvidime, ze tento soucet je vzdy
&tvercové &islo, tzn. druhd mocnina né&jakého pfirozeného &isla. Cislo 1 je jeden étverec, ¢islo
3 zakreslime tak, Ze ,,obalime* prvni ¢tverec shora a zprava dal$imi tfemi ctverci, dostaneme
tedy Ctverec 2 x 2. Tento ¢tverec opét ,,obalime* shora a zprava 5 ¢tverci, vznikne ¢tverec 3 x 3.
Takto lze postupovat potad. Tvrzeni tedy plati, nebot’ kazdy dalsi ,,obal* vyjadiuje ¢islo o 2
vetsi nez posledni s¢itané liché Cislo, tedy dalsi liché Cislo v potadi.

8. V tomto piikladu ukézeme tii rizné typy dikaz obecné hypotézy.

¢

,, Urcete nejvétsiho spolecného délitele cisel n® + 17n pro vSechna prirozena Cisla n.*

Resent: Induktivnim postupem uréime hodnoty dvojélenu pro n&kolik prvnich pfirozenych
¢isel n: Pro n = I vychazi 18, pro n = 2 vychazi 42, pro n = 3 potom ¢islo 78. Je zfejmé, Ze
jediné ,,podezielé ¢islo“, které hledame, je Cislo 6 (je nejvétsim spoleénym délitelem 18, 42,
78). Podafi-li se nam dokazat hypotéza v e N: 6 | (n® + 17 n), bude &islo 6 nejvétsim
spoleénym dé&litelem vSech hodnot n° + 17n.

Prvni moznost dikazu, kterd studenty napadne, je opét matematickd indukce. Skute¢né,
pro n = [ hypotéza plati (¢islo 18 je délitelné ¢islem 6), dale predpokladame platnost hypotézy
pro n = k a dokazeme ji pro n = k+1. Plati: (k+1)3 + 17(k+1) =K+ 3k> + 3k + 1+ 17k + 17 =
= (K + 17k) + 3k(k+1) + 18.

Prvni zavorka je dé€litelna Sesti podle indukéniho ptedpokladu, vyraz 3k(k+1) obsahuje dvé ¢isla
jdouci po sobé€ (jedno z nich musi byt sudé), je tedy rovnéz délitelny Sesti, ¢islo 18 je také
nasobek Sesti. Tvrzeni tedy plati.

Druh4 moznost dikazu vyuziva zbytkovych tfid podle modulu 6. Kazdé pfirozené ¢islo n
musi mit pfi jeho déleni Sesti jeden ze tvart 6k, 6k+1, 6k+2, 6k+3, 6k+4, 6k+5. Dosadime-li
kazdé z téchto vyjadreni ¢isla n do vyrazu n® + 17n, dostaneme po Gpravé ¢islo délitelné Sesti.
Napi. pro n = 6k+5 mame (6k+5)° + 17(6k+5) = 216k> + 540k> + 450k + 125 + 102k + 85 =
= 216K% + 540k’ + 552k + 210. VSechny koeficienty jsou délitelné 3esti, tedy i &islo
(6k+5) + 17(6k+5) je délitelné Sesti. Ostatni piipady se dokazi analogicky rozepsanim.

Tteti dikaz hypotézy vin € N: 6 | (n® + 17n) je dikazem velmi elegantnim, ktery vsak
obsahuje umély krok, na ktery studenti nemajici pottebné zkusenosti s témito ditkazy, nemusi
piijit. Uvedeme jej bez komentate: n® + 17n =n’ —n + 18n = n(n+1)(n—1) + 18n = 6K, protoze
soucin n(n+1)(n—I) je souCinem tii po sob¢ jdoucich ¢isel, z nichz alesponi jedno je sudé¢ a jedno
je délitelné tremi. Tento soucin je proto délitelny Sesti.

9. Nasleduje posledni uloha, pii jejimz feSeni si studenti procvi¢i pocitani s velkymi Cisly
1jistou pfedstavivost pfi jejich zapisu.

,Je dano cislo 16. ,, Doprostied* tohoto cisla vioZime cislo 15, dostaneme cislo 1156.
Doprostied vzniklého cisla opét vioZime cislo 15 a obdrzime cislo 111556. Takto postupujeme
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porad dal a dal a dostavame cisla 11115556, 1111155556 atd. Dokazte, Ze kazdeé z téchto cisel
je druhou mocninou nékterého prirozeného cisla.

Reseni: Vyuzijeme induktivni postup. Budeme postupné poéitat druhé odmocniny
vzniklych Cisel (pomoci kalkulacky) a hledat zdkonitost. Dostavame:

V16 = 4,/1156 = 34,/111556 = 334, V11115556 = 3334, V1111155556 = 33334, ....

Pied vyslovenim hypotézy zavedeme vhodné oznaceni. Vyrazem n---[p}---n budeme rozumét

Cislo zapsané p ciframi rovnymi n, napf. 4---{7|--4 oznacuje Cislo 4444444. Hypotéza nyni zni
takto:

vn eN: (3--{a}-—-34)> = I--{nt 1 15--[a}--36.

Ditkaz matematickou indukci je v tomto piipadé pro studenty piili§ formalné slozity.
Provedeme tedy dikaz hypotézy piimo pisemnym nasobenim. I tento postup, jak uvidime,
vyzaduje zna¢nou piedstavivost pfi sledovani fadu cifer pti vypoctu. Poznamenejme, ze tento
zpusob dikazu je zfejmé ponckud problematicky, protoze vyuziva nazoru a neni formalné
popsan, pro studenty uéitelstvi pro 1. stupent ZS je viak postadujici. Nejprve je vhodné pro
ziskani vhledu provést dikkaz hypotézy pro n€kolik malych ¢isel n, naptiklad 1, 2, 3, 4.

34 334 3334 33334
34 334 3334 33334
136 1336 13336 133336
102 1002 10002 100002
————————— 1002 10002 100002
1156 e 10002 100002
111556 - 100002
11115556

1111155556
Nyni jiz mizeme pfikrocit k obecnému dikazu:
3--n}--3 4
3--{n}--3 4

1 3—-[a}--36
1 0[]0 2
1 0—{}—0 2

1 0--{1}--0 2

I 1 55 6

Studenti se v ramci experimentu mohou pokouset provést diikaz pomoci teorie délitelnosti.
Cisla 1156, 111556 atd. mohou rozkladat na prvocinitele a doufat, Ze objevi néjakou zdkonitost.
Postupné s pomoci kalkulacky obdrzi:

1156 =2%-172=34% 111556 = 2° - 167° = 334°, 11115556 = 2° - 1667° = 3334°, atd.
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Z téchto vztaht je mozné odvodit hypotézu:

Vi eN: [-Jnt 111556 = 22 - (16--{n—1]---67)°.

Diikaz této hypotézy lze provést jako vySe analogicky pomoci ptimého vynasobeni. Kazdé
ptirozené ¢islo tvaru I--{n + 1]---15--{n}--56 je tedy skute¢né druhou mocninou né&jakého
piirozeného ¢isla. Pokusy studentl provést rozklad na prvocinitele ¢isel 16---{n —1}---67 jiz
obecné nelze provést. Ze znalosti teorie prvocisel lehce ukdzeme, ze Cisla 17, 167, 1667 jsou
prvoéisla. Hypotézu, ze kazdé z Cisel 16--{n — 1]---67 je prvocislem, vSak neni zfejmé mozné
obecné dokazat.

3. Zavér

V ptispévku jsme piedlozili devét tiloh a problémi, pti jejichz feSeni 1ze vyuzit induktivni
postup a experimentovani. Cilem je mj. upozornit studenty, budouci ucitele na 1. stupni
zakladni skoly, aby nepropadali malomyslnosti, kdyz ze zadani tlohy nevidi ihned postup
feSeni; ze 1 zkouSeni riznych moznosti teprve muze vést k objeveni n¢jaké zakonitosti, kterd
pak povede k feSeni tlohy. Problémem muze pak byt diikkaz objevenych hypotéz, ktery jiz ¢asto
vyzaduje hlubs$i matematické znalosti. V ptispévku jsme rovnéz ukazali n¢kolik moznych
vyuziti ditkazu matematickou indukci i pfipad, kdy ditkaz indukei neni pfili§ vhodny (posledni
piiklad 9). Nékteré z uvedenych tloh lze uZit pfimo ve vyuce matematiky na 1. stupni ZS. Tam
samoziejm¢ dikazy neprovadime. Tim studentim ukazujeme, Ze matematika neni ,,sucha“
véda, kde na vSe existuje algoritmus, ale Zze mtize obsahovat i ,,hravé* prvky.
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VZAJOMNE PRIENIKY TECHNOLOGICKYCH, MATEMATICKYCH
A PEDAGOGICKYCH ZNALOSTI PRI IMPLEMENTACII
TECHNOLOGIE ROZSIRENEJ REALITY DO VYUCBY STUDENTOV
UCITEL'STVA PRE PRIMARNE VZDELAVANIE

Jana HNATOVA,
Presovska univerzita v PreSove, Pedagogicka fakulta (Slovenska republika)
jana.hnatova@unipo.sk

Abstrakt

V prispevku je uvedend ukézka matematickej edukacnej aktivity spracovanej s vyuzitim
technoldgie rozsirenej reality, ktora bola odskus$and na seminaroch predmetu Digitalne
technologie v matematickom vzdeldvani v ramci pregraduédlnej pripravy Studentov
v Studijnom programe Ucitel'stvo pre primarne vzdelavanie. Predkladana aktivita vychadza
z problémovej tlohy zameranej na rozvoj priestorovej predstavivosti a pri jej spracovani bol
vyuzity model TPAC umoznujuci konkretizovat zaradenie digitdlnych technologii do
edukacného procesu s prepojenim na obsahové poznatky predmetu a pedagogické poznatky
o vyucbe. Vystupom je analyza rieSeni Studentov, identifikacia a kategorizacia miskonceptov,
ktorych sa Studenti dopustali pred a po implementacii technoldgie rozsirenej reality do
edukacie.

Kracové slova: model TPACK, AR technolodgia, geometria

THE INTERSECTIONS OF TECHNOLOGICAL, MATHEMATICAL
AND PEDAGOGICAL KNOWLEDGE IN THE IMPLEMENTATION OF
AUGMENTED REALITY TECHNOLOGY IN TEACHING OF PRIMARY
EDUCATION TEACHING STUDENTS

Abstract

The paper presents a sample of mathematical educational activity processed using
augmented reality technology. It was tested in seminars on the subject of Digital Technologies
in Mathematical Education as part of the undergraduate preparation of students in the study
program Teacher Training for Primary Education. The presented activity is based on
a problem task focused on the development of spatial imagination and its processing was used
the TPAC model to concretize the inclusion of digital technologies in the educational process
with a link to the content knowledge of the subject and pedagogical knowledge about
teaching. The output is an analysis of students' solutions, identification and categorization of
misconceptions that students committed before and after the implementation of augmented
reality technology into education.

Keywords: model TPACK, AR technology, geometry
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1. Uvod

Ak sa na vzdelavanie s efektivnym vyuzitim digitdlnych technoldgii pozrieme
z pohl'adu pregradudlnej pripravy ucitel’a na primarnom stupni vzdeldvania zist'ujeme, Ze
je potrebné v jeho priprave prepajat’ viaceré navzajom sa ovplyvinujliice oblasti poznania.

Prva oblast’ je tvorend edukaénym obsahom, ktory ma Student ucitel'stva ako budtci
ucitel’ na vyu€ovacich hodinach matematiky svojim ziakom spristupnit’. Vychodiska st
v ramci formalneho vzdeldvania prebiehajiceho na primarnom stupni zakladnych §kol
dané zavidznymi kurikuldrnymi dokumentami v podobe S§titneho a Skolského
vzdeldvacieho programu. Tie maju vo vzdeldvacom Standarde definovat vSeobecnu
uroven tohto vzdelavania tak, aby boli dostatocne néarocné, no zvladnutelné naprie¢
vietkymi vzdelavacimi oblastami. Je potrebné si uvedomit, ze podla SPU (2019) ma
odbornd matematickd pripravenost’ uclitela priamy dopad na jeho doveryhodnost,
schopnost’ motivovat’ Ziakov, ako aj postarat’ sa o matematické talenty (SPU, 2019).

Samotny priebeh - realizdcia vzdeldvania vychadza z existujiceho portfélia
vSeobecnych a Specifickych pedagogickych postupov, ktoré si budtci ucitel’ v rameci
pregradudlneho vzdeldvania osvojuje na urovni ich teoretického zvladnutia a mozného
aplika¢ného pouzitia v edukac¢nej praxi. Tym je vytvarand jeho druh4, laickou i odbornou
verejnost'ou o¢akavand, pedagogickd oblast’ poznania.

Vyber metod z portfolia ucitela vSak suvisi nielen s predmetnym vzdeldvacim
obsahom, ale taktiez aj s u¢itel'ovi dostupnymi digitdlnymi technolégiami, ktoré nielenze
sam ovladda ale dokaze ich aj do vyucby zaclenit. Tie moZno, pri takomto spdsobe
vzdelavania, povazovat za tretiu oblast vplyvu. Konkrétna vzdeldvacia aktivita,
realizované ucitelom na hodine matematiky, je z tohto pohladu kreovand ako prienik
znalosti ucitel’a naprie¢ uvedenymi oblast'ami.

Z existujucich rdmcov konkretizujtcich pristupy zaclenenia vybranej technologie do
vzdeldvania (Kaiser & Stender, 2013), sa v tomto prispevku zameriame na model TPACK,
z ktorého budeme vychadzat aj pri popise nami spracovanej edukacnej aktivity.

2. Model TPACK

Model TPACK je zalozeny na snahe efektivne integrovat technoldgie do
vyuCovacieho procesu zddraznenim prepojenia medzi spristupfiovanym obsahom,
pedagogickym pdsobenim a pouzitymi technoldégiami (Harris, Mishra & Koehler, 2009).
V tomto modeli (obr. 1) je mozné Vénovym diagramom znézornit’ nielen tri vzajomne sa
ovplyviiujuce oblasti poznania ucitel'a — znalosti obsahu (CK z ang. content knowledge),
pedagogické znalosti (PK z ang. pedagogical knowledge) a technologické znalosti (TK
z ang. technological knowledge) ale aj ich spolo¢né interakcie v podobe existujucich
prienikov.
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I Obsahové znalosti (CK)

.

‘“\\‘

— / hl Pedagogické znalosti (PK

Technologicke znalosti (TK) H"" T ¥ P | edagogické znalosti (PK)
/

/
/
/
/
4

Technologicko-pedagogické
znalosti (TPK)

Technologicko-pedagogicko-obsahove
snalosti (TPACK)

Obrazok 1. Model TPACK a jeho znalostné komponenty
(zdroj: spracované podl'a Harris, Mishra & Koehler, 2009)

Obsahové znalosti su v tomto kontexte chapané ako systém poznatkov tykajlcich sa
predmetu vyucby, ktoré musi ucitel’ obsiahnut’.

Pedagogické znalosti ucitel’a su tvorené znalost'ami o stratégiach, technikach a metédach
vyucovania, ucenia sa a hodnotenia. Na ich zaklade dokaze ucitel’ naplanovat, manazovat’
a vyhodnotit’ priebeh edukacného procesu. Prienik tychto dvoch oblasti tvoria vedomosti o tom,
ako efektivne zapojit’ ziakov do ziskavania poznatkov v danej téme. Dovol'uji ucitelovi vo
vztahu ku Zziakom diferencovat’ spristupiiovanie novych poznatkov a ich prepdjanie
s doterajSimi poznatkami na jednotlivych urovniach s oh'adom na individudlne potreby ziakov.

Technologické znalosti predstavuju znalosti ucitela o tom, ako integrovat dostupné
technologie do vzdelavania. Podl'a uz zmietiovanych autorov (Kaiser & Stender, 2013, Harris,
Mishra & Koehler, 2009) je vhodné technologické znalosti chapat’ v procesudlnej podobe, teda
ako poziadavku na porozumenie informécidm v dostatocnom rozsahu na to, aby ich ucitel
dokazal produktivne aplikovat vo svojej pedagogickej praxi s cielom aktivizovat’ ucenie
Studentov. Ich prienik s pedagogickymi znalostami dovol'uje ucitel'ovi identifikovat’ zmeny
v ucebnych postupoch pri zaradeni konkrétnych technolégii do vyucby a nasledne vyhodnotit’
vzdelavacie kontexty, v ktorych ziaci dosahuji najlepSie vysledky. Prienik so znalost'ami
obsahu zahfnia pochopenie spdsobu, akym je mozné konkrétne technoldgie pri spristupiiovani
obsahu vzdeldvania pouzit a ako je obsah vzdeldvania pouzitymi technologiami spitne
modifikovany.

Vysledny prienik vsetkych troch znalostnych oblasti je podl'a autorov (Harris, Mishra &
Koehler, 2009) stthrnom odbornych znalosti, ktoré technologicky a pedagogicky zdatni ucitelia
orientovani na u¢ebné osnovy pouzivaju pri vyucovani s cielom pontuknut’ ziakovi uspesné,
diferencované a kontextovo citlivé ucenie.

Model TPAC v sebe kumuluje poznatky, ako mozno pomocou technologii zlepsit’ vyucbu
scielom zvladnut stanoveny obsah vzdelavania. V nasledujucich c¢astiach budeme
konkretizovat’ predovsetkym jednotlivé prieniky oblasti nami navrhnutej aktivity, ktora bola
otestovana vo vyucbe predmetu Digitalne technoldgie v matematickej edukacii patriaceho ho
skupiny povinne volitelnych predmetov Studentov ucitel'stva pre primarne vzdelavanie
v Studijnych programoch magisterského stupnia Stadia na Pedagogickej fakulte PreSovskej
univerzity v PreSove.
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2.1. Pedagogicko — obsahova oblast’ poznania

Impulzom pre nasSu edukac¢nu aktivitu bola uloha nasledujiceho znenia (Novomesky,
Krizalkovi¢ & Lecko, 1967, s. 115):

,,Kazdy predmet sa da nakreslit’ do troch priemetni: narysne, pédorysne a bokorysne. Je to
vel'mi dblezité najmé pri zostrojovani roznych suciastok. Ako asi vyzera teleso, ktorého obrys
je v pddoryse kruh, v bokoryse trojuholnik a v naryse stvorec?*

Modifikaciou poziadavky identifikovat priemety telesa v ulohe méze byt napriklad
aktualizacia ¢innosti, v ktorych je takato potreba nevyhnutnostou (projektovanie a dizajn,
pocitaové modelovanie s moznostou 3D tlace a pod.). Buduci uditel’ na primarnom stupni
vzdelavania sa s takouto potrebou stretava priamo v praxi pri vyucbe tém v tematickom okruhu
Geometria a meranie s moZznym presahom do tematického okruhu RieSenie aplika¢nych tloh
a uloh rozvijajticich Specifické matematické myslenie. Tu je pri zdovodneni potreby vhodné
vychadzat zo $tatneho vzdelavacieho programu (dalej len SVP). Podl'a uvedeného obsahového
Standardu pracuje uz ziak na prvom stupni napriklad s pojmom pléan stavby, ktory je zavedeny
ako podorys stavby s vyznatenym poétom na sebe stojacich kociek (SPU, 2014).

Na podklade vykonového $tandardu SVP st do uéebnic matematiky na primarnom stupni
vzdelavania zaradzované ulohy typu:
e postav jednoduchu stavbu z kociek podla vzoru (t. j. redlnej stavby z kociek) a podl'a
obrazka — 2. ro¢nik ZS,
e postav stavbu z kociek na zdklade planu a vytvor plan stavby z kociek podla vzoru
a podl'a obrazka — 3. ro¢nik Z8S,
e vytvor a slovne opi$ vlastnu stavbu z kociek, vytvor z kociek rozne stavby podla planu,
nakresli plan stavby z kociek — 4. ro¢nik ZS.
Obrazok stavby pritom Standardne zobrazuje stavbu z kociek vo vol'nom rovnobeznom
premietani alebo v pravouhlom premietani do troch pohl'adov (obr. 2).

a) Podla obrazkov postav stavby z kociek.

b) Dokresli pohlady na stavby. P
@ £ =1
) 07 | 7 %
Pohlad spredu
Pohlad zhora
Pohlad zboku

P b

Obrazok 2. Ukazka tlohy k stavbam z kociek v 2. roéniku ZS
(zdroj: Repas & Janiciarova, 2018, s. 24)
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Z pohladu vyberu vyucovacich metdéd by malo byt podla kurikularnych dokumentov
ucenie matematiky: ,, ...pre ziakov zaujimavé, aby sa u nich formoval pozitivny vztah
k matematike a aby ju vnimali ako nastroj na rieSenie problémovych uloh kazdodenného
zivota.“ (SPU, 2014, s. 3).

Impulznu Glohu je mozné zaclenit’ k ulohdm vychéadzajicim z kontextu realnej situacie so
zakomponovanymi matematickymi konceptami. Podl'a Koval¢ikovej a Pridavkovej (2021) je
taktto ulohu mozné povazovat’ za Standardny stimulant dosahovania kognitivnych ciel'ov vo
vyucbe matematiky. Ak je zvolena iloha zaroven nositelom vysokej variability vznikajucich
matematickych situacii, dovol'uje ucitel'ovi vygenerovat’ celu skupinu uloh tzv. strapec uloh,
ktorého charakteristickou ¢rtou je prenositelnost’ stratégie rieSenia z vychodzej matematickej
situdcie na obmenené ulohy v danom strapci (Kopka, 2010). V naSom pripade je variabilita
dosahovand moznymi modifikdciami tvarov obrysov jednotlivych priemetov telesa. Tie
umoznuju variovat’ naro¢nost’ uloh v jednom strapci v stlade s poziadavkami kladenymi na
ziakov v danej urovni i naprie¢ viacerymi Urovilami matematickej edukacie, a to od primarneho
az po prvy stupen vysokoskolského vzdelavania (Hnatova & Hnat, 2021).

Didakticka priprava zaradenia strapca modifikovanych uloh gradovanej naro¢nosti do
vyucby je pre ucitel'a vyzvou. Vychadzat’ méze z existujiiceho portfolia vyu¢ovacich metod,
organizacnych foriem, u¢ebnych pomocok a dostupnej didaktickej techniky, ktoré selektuje
na zaklade obsahového kontextu vzdelavania, Specifik ciel'ovej skupiny ako aj na zéklade svojej
osobnej skusenosti s ich aplikdciou do vyucby matematiky.

Vychadzajtc z obsahového kontextu nami zvolenej matematickej tlohy je vystup zamerany
na rozvoj priestorovej predstavivosti Studentov s vyuzitim individudlnych a skupinovych
¢innosti spojenych s vyrobou a manipulaciou s modelom, ktory méze, vdaka sti¢asnému stavu
rozvoja digitdlnych technoldgii, existovat’ ako v skuto¢nom, tak aj vo virtudlnom prostredi.
Uloha bola najprv $tudentmi rie$ena bez vyuZitia technologie rozsirene;j reality (ang. augmented
reality, skr. AR), tak néasledne aj s moznym vyuzitim digitdlnych technolégii (d’alej DT)
dovol'ujucich zostrojit’ trojrozmerny model telesa a zobrazit’ ho, v pripade potreby, s vyuzitim
technologie AR.

2.2. Technologicko-obsahova oblast’ poznania

Zaclenenie vybranej technoldgie do vyucby na hodine matematiky moéze, podla nasej
skasenosti, rozhodnym sposobom podporit’ aktivne zapojenie ziakov do hl'adania stratégie
rieSenia zvoleného matematického problému. Nakolko zvolend tloha spadd do oblasti
stereometrie a umoziuje pouzit vizualizaciu telesa v podobe 3D modelu, vyber vhodnej
technologie je ovplyvneny poziadavkami zameranymi na konstrukciu trojrozmerného modelu
telesa pomocou Specializovaného softvéru. Ten by mal:

e byt bezproblémovy z pohladu inStaldcie, vhodnej jazykovej muticie, financnej

dostupnosti, podpory v podobe dostupnosti vyuc¢bovych materidlov,

e disponovat’ priatel'skym uzivatel'skym rozhranim s ponukou néstrojov umoznujucich
vytvarat’ trojrozmerné prezentacie tvarov a povrchov 3D modelov asponi elementarnych
telies (tzv. primitiv).

Uvedené poziadavky na dostadujucej Grovni spiia volne dostupny softvér GeoGebra
Classic 5, resp. 6 ako aj jedna z jeho online dostupnych mobilnych aplikacii - GeoGebra 3D
(dostupna na https://www.geogebra.org/download). Ich pridanou hodnotou je dynamické
prepojenie 3D konStrukcii s technoldgiou AR (obr. 3). Pri konstrukcii zadania v 2D zobrazeni
bol pouzity spdsob zakresl'ovania pddorysu, narysu a bokorysu vyuzivany v technickom
kresleni.
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Konstrukcia telesa vo vol’'nom Zobrazenie modelu

Zadanie (2D) rovnobeznom premietani (VRP) telesa AR technologiou

H A

Obrazok 3. Zadanie ulohy, vizualizacia jej rieSenia vo VRP a v AR v programe GeoGebra

2.3. Technologicko — pedagogicka oblast’ poznania

Pedagogicka cCinnost’ ulitela, zamerana na dosiahnutie stanovenych edukaénych cielov
v ramci zvolenych aktivit, ma priamy dopad na sposob pouzitia vybranych digitadlnych
technologii. Nuti ucitel'a zamysliet’ sa nad tym, ako st nim samym v konkrétnej vzdelavacej
aktivite technologie vyuzivané, ale taktiez, ako budu v aktivite tieto technoldgie vyuzivané jeho
Studentmi.

Rovnako digitalne technologie svojimi moznost'ami spracovania informacii dokazu spétne
ovplyvnit’ ucitel'a nielen pri stanovovani ciel'ov, ale taktiez pontkaju prilezitosti na obmienanie
metdd a foriem prace napriklad so zdmerom personalizovat’ vzdelévaci proces.

Vychédzajic z nasho projektu, ktorého cielom je zaclenenie technoldgie rozsirenej reality
do profesijnej matematickej pripravy budtcich ucitel'ov elementaristov, sa v d’alSom popise
mozného vyuzitia digitdlnych technoldgii sustredime viac na technologiu rozsirenej reality.
Podla viacerych autorov (Schutera et al., 2021) je rozSirena realita so svojimi moznost'ami
intuitivnej vizualizicie a interakcie, preduréend na vyuzitie v edukécii, a to z viacerych
dovodov:

e dovoluje prekrytie reality virtualnymi objektami v redlnom case, ¢im pohl'ad na redlny
svet dopliia a obohacuje o daldie — inak pre $tudenta nedostupné informacie
multimedialneho charakteru,

e podporuje zaradenie badatel'skych a objavitel'skych metdéd do vyucby, pri¢om
technologia AR umoziuje Studentovi interagovat’ s virtudlnymi objektami a dovol'uje
mu vlozené 3D modely ovladat’ a skimat’,

e podporuje personalizovany pristup k uceniu, nakol’ko doteraz realizované vyskumy
poukazuju na zlepSenie porozumenia obsahu vzdelavania, dlhodobé uchovanie
informacii v pamaiti, dosahovanie profitu najmé pre Studentov so slabymi vysledkami
(Radu, 2014, Freitas & Campos, 2008),

e je taktiez vyuziteI'na aj v kolaborativnych ¢innostiach, umoziuje spolupracu, podporuje
komunikaciu medzi ucitelom a Studentmi i medzi Studentmi navzajom (Freitas &
Campos, 2008, Baumgartner, 2013),

e oproti ostatnym technolégidm umoziujucim c¢iastoéné alebo Uplné ponorenie sa do
virtudlneho sveta, je z hl'adiska softvéru i hardvérového vybavenia dostupnejsia, a teda
v Skole l'ahSie implementovatel'na.
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Vyslednym prienikom vSetkych troch znalostnych oblasti ucitel'a v ramci modelu TPAC je
spracovanie konkrétnej edukacnej aktivity, ktord demonstruje, ako mozno zaradenim DT
(v naSom pripade AR) modifikovat’ vyucbu s cielom naplnit’ stanoveny obsah vzdelavania.
V dalSej Casti popiSeme Ciastkové vysledky dosiahnuté v skupine Studentov ucitel'stva pre
primarne vzdelavanie pred a po zaradeni AR technoldgie do pripravenej aktivity.

3. Prvotné skusenosti z praxe

Do edukacnej aktivity bola zapojend skupina Studentov 2. rocnika magisterského Studia
Studijného odboru Ucitel'stvo pre primarne vzdelavanie v rdmci seminara k povinne
volitel'nému predmetu Digitdlne technologie v matematickej edukacii, ktory bol kvdli
covidovym opatreniam realizovany distan¢nou formou. V prvej faze bolo Studentom na online
seminari spristupnené modifikované znenie povodnej tlohy:

Kazdy predmet sa da nakreslit do troch priemetni: ndrysne, podorysne a bokorysne.
S takouto pozZiadavkou sa stretavame v edukacnej praxi v primdrnej edukdcii pri vyucbe tém
v tematickom okruhu Geometria a meranie, ale aj pri praci s digitalnymi technologiami,
napriklad pri 3D modelovani.

V tomto zadani nas bude zaujimat, ako asi vyzerd teleso, ktorého obrys je v podoryse kruh,
v bokoryse trojuholnik a v naryse stvorec?

Modifikacia je badatel'na vo formalnej Gprave zdovodnenia potreby riesenia tilloh takéhoto
typu bez zmeny matematického obsahu pdvodnej ulohy. Studenti mohli svoje rieSenia
spracovat’ akoukol'vek elektronickou formou a odovzdat’ do terminom ohrani¢eného zadania
v kurze LMS Moodle. Zaroven bola v kurze pontiknuta moznost’ doplnit’ rieSenie komentarom
ohladom zvolenej stratégie riesenia. Ugast’ §tudentov bola postavena na baze dobrovolnosti.
T4 bola, v pripade korektného spracovania, ocenend bodovym benefitom v priebeznom
hodnoteni Studenta v predmete. Po absolvovani seminarov venovanych praci s programom
GeoGebra, ktory dovol'uje vytvarat' 3D modely telies a zobrazovat’ ich technoldgiou AR, bolo
Studentom spristupnené znenie obmenenej ulohy s opidtovnou poziadavkou jej rieSenia.
Obmena spocivala v zamene tvarov obrysov v naryse a bokoryse hl'adaného telesa. Aj v tomto
pripade bola ucast’ Studentov postavena na baze dobrovolnosti s pripadnym moznym ziskom
bodového benefitu v priebeznom hodnoteni Studenta.

Napriek ponuknutym bonusom sa 11 S$tudentov (tj. 37,93 % =z celkového poctu
29 Studentov) do aktivity v ziadnej jej faze nezapojilo a vypracovanie tloh do daného terminu
neodovzdalo. Dovody ich rozhodnutia zistované neboli. Prekvapivym bola roznorodost’ formy
1 kvality obsahového spracovania vystupov zapojenych Studentov. Tie sme nasledne podrobili
analyze profilu. Pre zvysenie prehladnosti budeme jednotlivé analyzované pripady
pomenovavat’ ndhodne vybranymi menami Studentov idiicimi v abecednom poradi.

Anna a Betka (tj. 2 Studentky — 11,11 % z celkového poctu Studentov zapojenych aspon do
jednej fazy edukacnej aktivity) dospeli ku korektnému vyslednému zobrazeniu hl'adaného
telesa uz pred znalost'ou prace s 3D. Je skuto¢nost’ou, Ze obe pri hl'adani rieSenia vyuzili tvorbu
redlneho 3D modelu. Anna, uvedomujuc si nedokonalost’ vytvoreného modelu, doplnila jeho
digitalizovan podobu d’al$imi informaciami v podobe farebného zvyraznenia hran. Tento fakt
uvadza aj v slovhom komentari k tlohe, v ktorom zddvodiiuje zvoleny postup slovami:

LAk je vrchnd hrana telesa, vyska telesa a priemer podstavy rovnakej dizky, tak je
priemetom Stvorec. Moje teleso je zrezany valec, kde je rez od priemeru hornej podstavy valca
vedeny smerom k okraju dolnej podstavy na obidve strany, takze zboku smerom do
rovnoramenného trojuholnika. Ked’e to vSak neviem presne nakreslit a pri rieseni bolo mozné
pouzit lubovolny sposob zobrazenia telesa, tak som pouzila sviecku, co nebolo jednoduché, ale
hadam to postaci :) nahrala som vypracovanie aj s nacrtmi pomocou fotiek.“ (obr. 4).
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Obrazok 4. Studentské riedenie tulohy pripad Anna

V citovanom zddvodneni je jasne badatelny implika¢ny argumentacny pristup Studentky
k rieSeniu ulohy. Rovnako spdsob vyjadrovania a pouzivania terminologie sved¢i o pochopeni
a orientovani sa v rieSenej problematike. PouZitie digitalnych technologii, ktoré tato Studentka
pri rieSeni ulohy zvolila, ma jednozna¢ne substitu¢ny charakter. Svoju neznalost’ konstrukcie
rezu valca rovinou vyrieSila tvorbou redlneho modelu. Po obozndmeni sa so softvérovymi
moznost’ami rieSenia svojho problému pouzila v d’alSej tlohe rovnaku stratégiu rieSenia pri¢om
vyslednt konStrukciu rezu prenechala softvéru.

Komentar druhej Studentky Betky bol o dost’ strohejsi a bez snahy o korektné pouzitie
odbornej matematickej terminoldgie v jeho popise: ,,Vyskiusala som to na sdjovej tycinke.
Tu som orezala a vysiel mi taky klin. Len strany by mali byt hladsie a presnejsie. (obr. 5),
rovnako boli pomenované i1 vlozené subory (klinl.jpg az klin4.jpg).

Obrazok 5. Studentské riesenie ulohy pripad Betka

Faktom pozorovatelnym z dokladovaného obrazového =zdroja (obr. 5) je snaha
Studentky prezentovat’ zachovanie tvaru priemetov vytvoreného telesa a jeho modelovanie
pomocou rezov valca. Podrobnejsi popis postupu, ani zdoévodnenie jeho korektnosti vSak
Studentka v komentari neuvadza. Text v komentari sved¢i bud’ o neddslednosti Studentky alebo
o terminologickych nedostatkoch v jej odbornom vyjadrovani. Podobne ako Anna, i ona pri
rieSeni modifikovanej Glohy siahla po rieSeni s vyuZzitim technologie AR, ktoré bolo realizované
vhodnym postupom a so ziaducim vysledkom.

Iné korektné rieSenia prvej ulohy Studentmi odovzdané neboli. V rieSeniach d’alSich
Studentov bolo mozné identifikovat viaceré miskoncepty, ktoré kategorizujeme do
nasledujucich skupin aj s uvedenim ukazok vyskytu v praxi.
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e Nepochopenie zadania tlohy (2 Studentky - 11,11 %)

Studentka Celesta nehl'ada jedno teleso s obrysmi danych tvarov v jeho priemetoch, ale ku
kazdému priemetu nachadza jedno teleso, ktoré ma vo vsetkych svojich priemetoch obrys
daného tvaru (obr. 6 vlavo). Studentka Dana miesto hl'adania telesa popisala konstrukciu
zadania t. j. Stvorca, kruznice a chybne identifikovaného rovnostranného trojuholnika, pricom
polohu tychto utvarov uvddza pomocou x-ovych a y-ovych suradnic jednotlivych vrcholov
uholnikov a stradnic stredu kruZnice.

Tieto chyby mozno pripisat’ absencii €itania s porozumenim (napr. zamena gramatickych
tvarov slova ,,teleso® v jednotnom cisle a ,,suc¢iastok* v mnoznom cisle) alebo vaznej neznalosti
odbornej terminoldgie (identifikacie telies ako priestorovych geometrickych utvarov).

e Separatne chdpanie zloZeného telesa (3 Studentky — 16,67 %)

Studentka Ela prezentuje ako hl'adané rieSenie zloZené teleso, ktoré je vytvorené z troch
telies - trojbokého hranola, kocky a valca. Po ich zlozeni do jedného celku vSak prestava
akceptovat’ tvar pddorysu, narysu a bokorysu vysledného telesa a zameriava sa len na jeho
konkrétne ,,vy&nievajuce* bazické asti (obr. 6 stred). DalSie rieenie sa od Elinho 1i3i zdmenou
elementarnych telies v zloZzenom telese (polgula miesto valca a trojboky ihlan miesto
trojbokého hranola).

Studentka Filka chape priemety telesa len ako otladky vystupujicich Gasti zlozeného telesa
(obr. 6 vpravo).

Obrazok 6. Chybné¢ studentské rieSenia ulohy — nepochopenie zadania (pripad Celesta),
separatne chapanie zlozeného telesa (pripady Ela, Filka)

e Intuitivne chapanie vysledného telesa bez schopnosti identifikovat’ existenciu, resp. tvar
hréan telesa (5 Studentiek — 27,78 %)

Studentky tejto skupiny dokazali spravne identifikovat’ potrebu vychadzat’ pri hladani
vysledného telesa z modelu valca. V rdmci dosiahnutej urovne priestorovej predstavivosti v§ak
zlyhavaju v nacrtnuti korektného umiestnenia a tvaru hran tohto telesa. V pripade vlastného
nacrtu nie st schopné posudit’ redlnost’ existencie nimi nacrtnutého telesa, resp. dodrzanie
tvarov jeho priemetov. Tento fakt mozno demonstrovat’ napriklad neodkontrolovanou zmenou
tvaru pddorysu hl'adaného telesa z pozadovaného kruhu na n-uholnik (obr. 7 stred a vpravo);
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Obrazok 7. Chybné Studentské rieSenia ulohy — intuitivne modely telies

e Model telesa s konstrukénou chybou (2 Studentky — 11,11 %)

Do tejto kategdrie miskonceptov su zaradené vystupy dvoch Studentiek prezentujice nacrty
telesa vyuzivajlce rez valca jednou alebo dvoma rovinami r6znobeznymi s podstavnou rovinou
telesa, pri ktorom v rieSeniach nebol zvladnuty nacrt rezu (obr. 8). Tento fakt svedci
o chybajtcej skusenosti Studentiek s konkrétnymi modelmi rezov kuzel'ovej, resp. valcovej
plochy.

Je zaroven potrebné uvedomit’ si existujuce objektivne dévody tohto stavu vychadzajice
z realizovanej redukcie obsahu uciva analytickej geometrie v stredosSkolskej matematike. Téma
kuzelosegiek nie je v su¢asnosti obsiahnuta v SVP matematiky pre gymnézia so §tvorroénym
alebo pitroénym vzdelavacim programom (SPU, 2015), ani v cielovych poziadavkach na
vedomosti a zruénosti, ktoré st uréené slovenskym maturantom z matematiky (SPU, 2016).

Obrazok 8. Ukazky chybnych rieSeni tlohy s pouzitim rezu telesa

Kvoli uplnosti je tiez potrebné uviest existujuce problémy s pouzivanim odbornej
matematickej terminologie, ktoré boli identifikované v komentaroch Studentov napriklad pri
pouZzivani pojmov: strana, hrana, stena, priemet a rez telesa (ukazka v komentari Betky).

Po absolvovani semindrov venovanych praci s programom GeoGebra, ktory dovoluje
vytvarat’ 3D konsStrukcie a zobrazovat’ ich aj technolégiou AR, bolo tlohou Studentiek riesit
obmenu ulohy. Obmena spocivala v zdmene tvarov ndrysu a bokorysu hladaného telesa.
Konstrukciu spracovani pomocou softvéru GeoGebra 3D v tomto pripade odovzdalo 18 z 21
Studentiek pritomnych na online seminari so 67,90% tspesnost'ou jej vyriesenia.
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PotesiteI'né bolo, ze aj vSetky chybné rieSenia, ktoré boli v tomto pripade identifikované,
vychadzali z konstrukcie vysledného telesa pomocou rezu, resp. rezov valca. Ich realizacia vSak
nad’alej zlyhavala v dodrzani tvarov priemetov, resp. v korektnosti konstrukéného postupu.
Umiestnenia bodov tvoriacich roviny rezov neboli totiz vysledkom konStrukénych krokov, skor
len odhadom miesta ich vyskytu, ¢o potvrdila aj dynamicka zmena vstupnych udajov vykresov
pri kontrole funkénosti modelu (obr. 9).

Obrazok 9. Ukazky chybnych rieSeni tlohy s vyuzitim 3D konStrukcie

4. Analyza pripadov

Nizsia pocetnost’ Studentov zapojenych do aktivity a praca s dostupnym vyberom nam
dovoluje sledovat posun v chybovosti rieSenia Uloh vramci uvedenej kategorizacie
miskonceptov pred apo implementovani technolégie AR ato nielen sumarne, ale aj
procesudlne s moznou konkretizaciou v jednotlivych skiimanych pripadoch (tab. 1).

Tabulka 1. Absolutna pocetnost’ vyskytu miskonceptov pred a po implementacii AR do
edukacnej aktivity

;. . V ’sk t Graf zmeny miskonceptov pripadov pred a po implementéacii AR
Kategorie miskonceptov ySRy
[Kod] pred | po Bezchyy5|| @ ® | 0 00 | OO o | ooo
AR | AR
Neodovzdané zadanie [0] 4 1 o
Konstrukéna chyba [4] la] la] 06 +
Nepochopené zadanie [1] 2 0
Se[:arovane Chapanle 3 O Intuitivna konétrukeia [3] o + o+ o+ e+ o
zloZeného telesa [2]
Intultlvny mOdel [3] 5 2 Separatne chapanie [2] + + ¢
Model s chybou
v konStrukcii [4] 2 4
Nepochopenie zadania [1] + +
Bez chyby [5] 2 11
Neodovzdal zadanie [0] (s} + + 0+ ¢
Spolu 18 18 ] o T m @™ o Lo o © m @ L oo™ m ©
+ pred AR £ % 5% =z 5¢e5x 355535 8¢
O poAR quE “'SI—"x = Z “gg

Z uvedenych udajov zistujeme, ze v rdmci edukacnej aktivity sa do rieSenia ulohy po
implementacii AR zapojil vyssi pocet Studentov nez pred jej implementaciou (tab. 1, kategoria
[0]). Praca s novou technoldgiou sice jednu Studentku odradila (tab. 1, graf - pripad Katka),
avSak d’alSie Styri Studentky motivovala k odovzdaniu zadania po implementacii AR do vyucby
(tab. 1, graf - pripady Ol'ga, Petra, Renata a Stanka).
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Studentky Anna a Betka, ktoré i bez pouzitia AR nasli spravne rieSenie ulohy, zotrvali vo
zvolenej stratégii rieSenia s ochotou zamenit” tvorbu redlneho modelu za tvorbu virtudlneho 3D
modelu telesa. Pod vplyvom technoldgie teda nedoslo k nepriaznivej zmene poctu uspesnych
rieSitel'ov loh, naopak z povodnych dvoch pripadov pred implementéciou sa pocet tispesnych
rieSitelov zvysil na 11 Studentov (tab. 1, kategoéria [5]). Toto navySenie bolo sytené
predovsetkym zo skupin Studentov, ktori nepochopili zadanie tlohy, ich chépanie vysledného
modelu bolo separatne alebo intuitivne.

Zo vsetkych sledovanych pripadov len Maria zotrvala v identickej konstruk¢énej chybe pri
rieSeni Ulohy pred i po implementacii AR do edukacnej aktivity. Oproti nacrtu (obr. 8 vpravo)
vSak korigovala rozmery telesa v snahe dodrzat’ pozadovany obrys tvarov priemetov (obr. 9
vpravo). Okrem uvedenych pripadov doslo vo vSetkych ostatnych sledovanych pripadoch pod
vplyvom technologie AR k posunu v riesitel'skych stratégiach, ktory vnimame pozitivne.

Z pohl'adu zmien v pocetnosti jednotlivych miskonceptov sa najzaujimavejSou javi skupina
Studentov s intuitivnou predstavou vysledného telesa bez schopnosti identifikovat’ existenciu,
resp. tvar hran telesa. Z nej Cast’ Studentov bola schopnd vyuzit' zobrazenie telesa v ramci
3D/AR pre odstranenie miskonceptu (tab. 1, graf - pripady Hana a Iveta), Cast’ Studentov bola
schopna posuntt’ sa k realizacii konstrukcie telesa, pri ktorej sa vSak dopustila konstrukénych
chyb (tab. 1, graf - pripady Jana alea) ajedna Studentka rieSenie obmenenej ulohy
neodovzdala (tab. 1, graf - pripad Katka).

Za dolezité taktiez povazujeme konStatovanie, Ze AR technologia nie je nami povazovana
za univerzalnu technoldgiu, ktorej pouzitie zarucuje odstranenie vSetkych chybnych krokov
v rieSitel'skych stratégidch Studentov ¢i dosiahnutie absolltnej UspesSnosti rieSenia Ulohy
vSetkymi Studentmi. Z predchadzajtcich zisteni je vSak mozné zamysliet’ sa nad vplyvom AR
technologie na zmenu miskonceptu v rieSeni Studenta.

5. Zhrnutie a zaver

Pouzitie modelu TPAC pri spracovani nami uvedenej konkrétnej edukacnej aktivity so
zaClenenim AR technolégie do vyucby sa javi ako prinosné. Analyzovanie vzdeldvacieho
obsahu, pedagogickych znalosti a moznosti vyuzitia dostupnych digitdlnych technologii ma
z pohladu vyucujiceho pozitivny dopad predovSetkym na navrh didaktického konceptu
edukacnej aktivity pouzitelnej vramci pregradudlnej pripravy Studentov uditel'stva pre
primarnu edukéciu.

Odozva studentov v implementovanej aktivite bola zaznamenana:

e voblasti z&ujmu o pracu s novymi technoldgiami — relativna pocetnost’ zapojenia
Studentov do aktivity s vyuzitim AR, za nezmenenych podmienok zachovavajucich
dobrovol'nost’ a bodovy benefit, vzrastla zo 48,28 % na 62,07 % z celkového poctu
Studentov,

e vo zvySeni Uspesnosti rieSenia problémovej Glohy zameranej na rozvoj priestorovej
predstavivosti z 11,11 % na 61,11 % z celkového poctu Studentov.

Zaverom je potrebné konstatovat’, Ze uvedenym popisnym zisteniam kvoli nizkej pocetnosti
zapojenych Studentov zatial' chyba Statistickd preukaznost. Ziskané vysledky dosiahnuté
zaClenenim technoldgie AR do vyucby matematiky Studentov ucitel'stva pre primarne
vzdelavanie vSak vytvaraju sl'ubnu platformu pre ich d’alSiu exploraciu.
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Abstract

The paper describes the results of an inquiry conducted on preschool and primary
pre-service teachers in Slovakia. Pre-service teachers were given a test with a task to choose
the odd one out of four planar figures and explain their choice. The paper focuses on one
item with four geometric shapes: parallelogram, isosceles trapezoid, convex octagon, and
concave octagon. All these figures have a line of symmetry but a parallelogram. The study
investigated whether pre-service teachers could discriminate one non-symmetrical
figure from axially symmetrical figures. Surprisingly, the findings revealed unexpected
misconceptions of pre-service teachers concerning the comprehension of the term “geometric shape”.

Keywords: pre-service teachers, planar shapes, misconceptions

1. Introduction

Geometry plays a significant role in mathematics education. Based on the Principles and
Standards for School Mathematics, to study geometry means to learn about geometric shapes
and structures and how to analyse their characteristics and relationships (NCTM 2000, p. 41).
Geometry is an appropriate tool for higher-order thinking skills development, too, since it calls
for discovering similarities between geometric shapes, consciously using logic properties such
as transitivity or asymmetry (based on deductive cognitive process), proving properties and
statements by experimenting and formal logic, using analogies and reasoning in solving
problems, etc. Geometry also holds an unchangeable position within mathematics education
due to its unique nature of abstract constructs visualisation. Therefore, geometric constructs
may be used in mathematics education as iconic representations (based on Bruner’s theory of
learning modes), e.g., a rectangle for multiplication; a rectangle or circle for fractions; a line for
representing numbers, addition, and subtraction; points for representing various items in the
combinatoric tasks, etc.

Shapes are a substantial part of teaching and learning geometry. Usually, geometric
shapes (or figures) are classified as two-dimensional or three-dimensional. From Euclidean
geometry’s point of view, two-dimensional shapes lie on a plane, so they have length and
height. In contrast, three-dimensional shapes (also called solid shapes) have one more spatial
characteristic — a width. We will further focus on two-dimensional figures.

Two-dimensional figures are studied by plane geometry. Learning about those figures
relates to learning about the properties of their sides, angles, diagonals, heights, areas, and so
on. The content for learning and teaching plane geometry in Slovakia is specified in the
National Educational Program (National Institute for Education, n.d.), covering preschool
through high school educational content and goals all students should reach. With a focus on
two-dimensional shapes, Slovak pupils are becoming familiar with them since the preschool
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stage. They learn to identify, draw, and compose a picture of discs, squares, rectangles, and
triangles. Later in primary school, pupils become familiar with polygons (in general) and
circles. They should know to describe the properties of all these figures; distinguish one from
another; scale squares and rectangles up and down (in a square grid); calculate a perimeter of
a triangle, square, and rectangle; know what points do and do not belong to a particular figure,
and so on. When they proceed to the lower secondary stage, they learn more parallelograms
such as rhombus, rhomboid, and trapezoid. Also, specific types of triangles are introduced
(right, acute, obtuse, equilateral, and isosceles), and they formally learn about an area of
rectangle, square, and right triangle. During the higher secondary stage, pupils broaden their
knowledge of two-dimensional shapes by using a coordinate system, solving problems
involving trigonometry, proving the properties of planar shapes, and so on.

In our belief, learning the mentioned content is beneficial for thinking development. It is
a prerequisite for not only students proceeding to study STEM college majors but also for any
individual solving technically oriented real-life problems. Unfortunately, as it happens in many
subjects and content areas, not all students thrive in learning about two-dimensional figures.

2. Misconceptions in the learning of geometry

One of many reasons for students struggling in plane geometry may be anchored in what
their mental images of plane figures are. Tall & Vinner (1981, p. 152) define the mental image
as “the total cognitive structure that is associated with the concept, which includes all the mental
pictures and associated properties and process”. Suppose one’s mental image of a concept does
not ally with its scientific meaning. In that case, we say they have built a misconception
(according to the constructivist learning philosophy, see works of Piaget, Vygotsky, Bruner,
Posner, etc.). The term misconception is closely related to the term preconception. Term
preconception is equivalent to what Piaget (1952) calls a schema — an existing unit of
knowledge. Schemas are under development, so they are never complete. They are formed by
information about some construct, whereas the information has been processed through
abstraction and generalisation in the learning process. As schemas, preconceptions are
constantly reconstructed by integrating new information (Bertrand, 1998). In the learning
process, a pupil’s preconception is the whole spectrum of knowledge they have about some
construct before the construct is formally introduced by a teacher (Rumanova & Zahorska,
2019). Some of these preconceptions may be inadequate, not related to what is intended to learn,
or missing important pieces of information. Thus, they are called misconceptions. Since no
preconceptions are ideal, there is a thin line between what we call a preconception and
misconception. From our perspective, misconceptions are the results of the intentional
educational process. We call something a misconception if and only if students went through
educational content and comprehended it, not as the instructor had hypothesised. Thus, the
reason why a misconception has been formed may relate to an inadequate educational
experience of the student (Abouelftouh & Alkramiti, 2020) that was created and delivered by
an educator.

There were found many students’ misconceptions related to planar geometry. Research
body shows that students might have difficulties both with defining and classifying geometric
planar shapes (see, for example, Vinner, 1991; de Villiers, 1994; Currie & Pegg, 1998; de
Villiers, 1998; Monaghan, 2000; Zaslavsky & Shir, 2005; Atebe & Schifer, 2008; Kembitzky,
2009; Zilkova, 2013), not excluding elementary school pre-service teachers (see Jones, Mooney
& Harries, 2002; Pickreign, 2007; Fujita & Jones, 2007, Cunningham & Roberts, 2010;
Hnatova & Mokri§, 2021). They might also have difficulties identifying a model of planar
shapes. For instance, they might not recognise a square when its model is rotated such that its
diagonals are in vertical and horizontal positions (Gun¢aga, Tkadik & Zilkova, 2017). This

27



Elementary Mathematics Education Journal 2022, Vol. 4, No. 1
ISSN 2694-8133

misconception occurs not only among primary school pupils but can persist in some students
even to the secondary school stage (Rafiah & Ekawati, 2017). In another example, some pupils
might overlook an important aspect when identifying rectangles — their vertices — and claim
a shape that looks like a rectangle with arches instead of vertexes as a rectangle (Guncaga,
Tka¢ik & Zilkova, 2017). Some elementary pre-service teachers may have a similar
misconception. Particularly, Mokri§ & Scholtzova (2016) discovered a misconception of
incorrectly identifying a squircle as a square. Pre-service elementary teachers also tend to make
mistakes when asked to recognise an element of a geometric shape, such as the height of
a triangle, a circular sector, and so on (Hnatova & Mokri§, 2021). We hypothesise that some
credit for such misconceptions may be given to teachers for going through a myriad of math
concepts rather formally than paying attention to a couple of central ideas.

One way of dealing with misconceptions early on is regular assessment of students’ mental
images (Ketterlin-Geller & Yovanoff, 2009; Téthova, 2014). There are more ways of
identifying or diagnosing individuals' mental models (preconceptions, misconceptions). The
primary methods are a qualitative diagnosis that focuses on identifying misconceptions, and
a quantitative diagnosis that allows studying their frequency within a group of students,
comparing various groups of students, focusing on changes and further course of building
concepts (Doulik & Skoda, 2003; Strauch & Hang, 2017). To obtain data, instruments such as
questioning students, interviews, tests, multiple-choice questionnaires with incorporated
distractors, concept maps, and writing prompts may be used (Drake & Amspaugh, 1994;
Masingila & Prus-Wisniowska, 1996; Morrison, 1999; Ketterlin-Geller & Yovanoft, 2009;
Strauch & Hang¢, 2017).

3. Methodology
3.1. Aim and data collection

This study initially aimed to investigate pre-service preschool and primary teachers’ ability
to discriminate figures that are not axially symmetrical from axially symmetrical figures. To do
so, we developed four items test where each item consists of four planar figures. Pre-service
teachers were asked to choose the odd one out in each item, whereas axial symmetry was not
mentioned. Three of these figures were axially symmetrical; the fourth one was not. Moreover,
students had to explain their choice. We hypothesised that most students would remember and
embrace the concept of axial symmetry when analysing and selecting an odd figure. The test
was distributed to students in two forms: a paper form and an electronic form. This paper
focuses on one of four items (see Fig. 1) that consists of (a) a parallelogram, (b) an isosceles
trapezoid, (c) a concave equilateral octagon, and (d) a convex octagon with pairs of equilateral
sides. Figures (b), (c), and (d) are axially symmetrical; figure (a) is not.

Figure 1. An item with three axially symmetrical plane figures (one is not axially symmetrical)
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3.2. Participants

The group consisted of 66 preschool and primary school pre-service teachers in their first
year of study in Slovakia. The group was consistent in all pre-service teachers studying at the
same university. From the group, 22 participants filled out the paper test administrated by the
author, and 44 completed the electronic test in their home environment. The electronic test was
sent to 80 students, whereas 44 tests were filled and sent back. The paper test was administered
in the classroom. The response rate of the electronic test was 55 %, and the response rate of the
paper test was 100 %.

The participants were chosen based on cluster sampling, convenience sampling, and
voluntary response sampling.

Participants had not gone through any geometry college courses then, although they took
a Mathematical Literacy course in the previous semester in which they learned about some
planar geometry concepts. None of the participants chose to pass the school-leaving exam from
mathematics for upper secondary education. All 66 participants were girls, so there was no need
to discuss potential differences in results based on gender. Due to missing answers, only 61
tests were examined (21 paper versions, 40 electronic versions) out of 66 submitted tests.

Participants’ age inquiry was not conducted; participants’ age average can be estimated as
19-20 years.

3.3. Data analysis

The received answers were transcribed into MS Excel, based on which eight meaning
categories were created (see Chart 1). We used both quantitative and qualitative means to
process and analyse the data.

Unspecified and other i

Not a common shape

Symmetry related

Angles related

Sides related

Shape related

Vertexes related

e
Sizerelated pE_

e —

0 2

4 6 8 10 12 14 16 18

HA B EC WD

Chart 1. Visualisation of answers categorised into eight categories

We pursued a holistic approach in the data analysis process and focused on the most
frequent responses. In the process of analysis, we further categorised answers from the category
“not a common shape” into two subgroups: “not a common geometric shape” and “not
a geometric shape” since it gives us interesting results for further discussion.
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3.4. Findings

The results show a prevalence of answers in favour of figure C (73.8 %), whereas the least
dominant were the answers in favour of figure B (1.6 %). All pre-service teachers who chose
figure A (9.8 %) explained their choice related to symmetry. The most numerous group were
students who chose figure C (26.2 %), whereas their choice was supported by the explanation
“not being a common shape”. Furthermore, 16.4 % of all students explained choosing figure C
as “it is not a geometric shape at all”. Hence, this choice appears to be the most frequent in the
collected data set; our initial hypothesis was not approved.

Another obtained result points to the relatively mediocre level of willingness of students to
spend their time participating in research inquiry, as 45 % of asked students did not return the test.

4. Discussion

The study aimed to determine whether the property of axial symmetry embodied in pictorial
models of specific geometric shapes can be recognised by preschool and primary pre-service
teachers at the beginning of their professional preparation. Even though the results showed that
some students did observe this property and used it as a discriminative factor, we expected
a more significant number of students. Based on obtained answers, we see potential downsides
of the presented item that could steer students’ attention another way.

1. Figure C is the only one that is concave.

None of figure C’s sides is horizontal.

Exposed figures do not have an equal number of sides.

Figure D is the only one with all angles obtuse.

. Figure C is not commonly presented to students in geometry courses.

The mentioned list results from qualitative analysis and can be used to improve the testing
instrument in further research. Not only data to improve the test were obtained. The research
results discovered the misconception of some preschool and primary school pre-service
teachers centred on the concept of a geometric shape. The results imply that some students may
think of a geometric shape only as some of those common shapes, such as triangles,
parallelograms, circles, polygons, and so on. Thus, they understand a geometric shape as
a general category that includes specific geometric shapes learned in school, excluding all
shapes they are unfamiliar with; or that are not prototypical. This issue may be anchored in how
educators discuss geometric shapes with pupils through the pure systematisation of geometric
shapes without pointing to what is and is not a geometric shape. To be clear, the classification
of geometric shapes plays an essential role in learning about specific shapes (Elia & Gagatsis,
2003) and is beneficial for proving and inferencing properties from more general shapes, such
as parallelograms, to more particular shapes, such as squares (Fujita & Jones, 2007).

We assume that discussing only typical geometric shapes in the classroom without
mentioning some non-prototypical shapes does not follow the learning principle and the
necessity of conceptual learning (NCTM, 2000, p. 20). Reasonably, school mathematics must
be centred on central ideas and concepts that learners are likely to face in the future. Another
argument might be related to time constraints, and thus that learning “non-curricular” content
may prevent mathematics teachers from spending time discussing content specified in
curriculum standards. Nevertheless, lesson structure depends on the educator, too; a few minor
instructions or activities on deepening conceptual understanding of a geometric shape should
not cause any harm either to learners or the run of the math course. Finally, we suggest that
students should be acquainted at some level with what is and what is not a geometric shape.

This brings us to the heart of the problem: the definition of a two-dimensional geometric
shape. Mathematics textbooks usually do not define what geometric shape means. Instead, this

VIE RPN
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term is introduced through concrete types of geometric shapes such as lines, triangles, squares,
rectangles, quadrilaterals, and so on. Scanning various math textbooks, we did not find any
precise definition of geometric shape or non-model of a geometric shape (geometric figure).
Euclid, in his work Elements, defines a figure as something “which is contained by some
boundary or boundaries”, whereas “a boundary is that which is the extremity of something” and
“the extremities of a surface are lines” (Fitzpatrick, 2008, p. 6). A different transcription of
Euclid’s Elements says that “a figure is a surface enclosed on all sides by a line or lines” whereas
“a line is length without breadth” (Byrne 1847, p. XVIII-XIX). Since those two transcriptions
of Euclid’s work do not specify whether these lines are straight or curved (despite he deals in
his work with the term straight line), both types can be accepted. Thus, two-dimensional figures
can be defined as an area closed by its boundary, whereas the boundary may consist of
a combination of curves and straight lines. There is also a different way of defining a figure that
uses a topological approach. Based on this approach, the interior points, boundary points, and
exterior points of a figure can be defined as follows (Medek, Misik & Salat, 1975):

e point X € E, is called an interior point of figure F if there exists a ball centred at the
point X, that lies entirely in figure F,

e point X € E, is called an exterior point of figure F if there exists a ball centred at the
point X, that has an empty intersection with figure F,

e point X € E, is called a boundary point of figure F if any ball centred at the point X,
consists of both interiors and exterior points of figure F.

Either of these two definitions may be included in learning about geometric shapes,
depending on the current level of students’ cognitive development. Moreover, besides the
importance of introducing the planar shape definition, it is essential to engage students in
relevant activities. Thus, we suggest following instructions.

1. Draw a few arbitrary planar shapes that have 4 sides each. Compare your shapes with
your classmate. What shapes do you have in common? What shapes are unique? How
could we name such a shape?

2. There are three planar shapes in the picture. Write down all properties of those shapes
you can think of. Put yourselves in groups and summarise your ideas.

3. There is a list of properties one planar shape should have. Use those properties to draw
the corresponding shape. How many different shapes can you draw?

The mentioned instructions are quite general and not finite. They are supposed to serve
rather as an inspiration than the limited list of possibilities for a math teacher.

5. Conclusion

Starting in preschool, shapes are discussed as common features of real objects that people
can observe, touch, and model. They can be effortlessly compared to each other to determine
how similar or different they are (Morgenstern et al., 2021). Young pupils should be confronted
with shapes in activities where they must observe and describe various shapes. Based on that,
pupils start noticing the properties of those shapes. Learning about geometric shapes, their
properties, and general logic properties in learning geometry can occur through activities such
as combining or cutting apart shapes for a new shape (NCTM, 2000, p. 98). If geometric content
is taught inappropriately, students’ mental models may differ from the scientific meaning in
some essential attributes.

The study was conducted on novice preschool and primary pre-service teachers. Thus, their
educational background differs from case to case. The survey results revealed unexpected
students’ misconceptions about the term geometric shape. Notably, some students may think of
geometric shapes as just as common shapes they are typically learning about. We believe that
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the source of this misconception is an extreme accent on common shapes’ hierarchisation
(e. g., parallelograms, squares, triangles ...) without discussing those shapes that do not fit into
any of the shapes’ categories.

The result of the study shows the need for inquiry about pre-service teachers’ conceptions.
Just as many other study results (e. g. Bulut & Bulut, 2012; Molitoris Miller, 2018), systematic
inquiry serves as a basis for the revision of relevant mathematics courses within teacher
preparation programs. We suggest that students should be confronted with more than just the
“typical” hierarchy of two-dimensional geometric shapes.
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Abstrakt

Ptispévek je zaméfen na vzdélavani nadanych zaki v matematice. Ve stru¢nosti teoreticky
pojednava o vzdélavani zdkd nadanych na matematiku a pfipadnych rizicich v jejich
vzdélavani. Vybrand piipadova studie je zaméfena na Zéka, ktery se pied vstupem do
zakladniho vzdélavani jevil jako nadany na matematiku, ale ve Skolnim prostfedi zlstalo jeho
nadani skryto. Pfipadova studie je soucasti dlouhodobého vyzkumného Setfeni zabyvajiciho se
riznymi typy nadanych zaku a jejich problémy ve vyuce.

Klic¢ova slova: nadani zaci, matematické nadani, matematicka tiloha, teSitelské strategie

CONTEXT BETWEEN MATHEMATICAL GIFT AND SUCCESS IN SCHOOL
MATHEMATICS

Abstract

The paper focuses on the education of gifted students in mathematics. In short, it
theoretically discusses their education and possible risks in their education. The selected case
study is focused on a pupil who seemed gifted in mathematics before entering primary
education, but his talents remained hidden in the school environment. The case study is part of
a long-term research investigation dealing with different types of gifted students and their
problems in education.

Keywords: gifted students, mathematical talent, mathematical problem, solving strategies

1. Uvod

V poslednich letech je vénovana zvysSend pozornost vzdélavani nadanych zakl. Ve Skolnim
prostiedi travi zaci podstatnou cast svého dne a mélo by byt zadouci, aby se zde setkali
s dostateCnou pozornosti, ktera by ptispéla k pozitivnimu rozvoji jejich nadani. Pozna vSak
ucitel vzdy nadaného zaka? Vzhledem k tomu, Ze nadany zak je vSeobecné Casto stale vniman
jako ,ten Sikovny“, muize to snadno vést k predstavé, Zze ve Skole je nadany Zik lehce
rozpoznatelny. S timto pfistupem jde pteci o zaka, kterého bavi matematika, podava v ni skvélé
vykony, nemd s ni¢im problémy, tlohy fesi bezchybné a rychle se uci. Realita souvisejici
s identifikaci nadanych zak ve Skolnim prostfedi vSak vykazuje znacny rozpor s timto
vSeobecnym mytem. Dokladem toho je nize popsana ptipadova studie zaka, na které ilustrujeme
skutecnou obtiznost identifikace nadanych zakt z rizikovych skupin ve skolnim prostiedi.

2. Nadani Zaci a jejich klasifikace

Pojem intelektového nadani byl historicky vymezen z n¢kolika riznych hledisek a existuje fada
rozdilnych pristupt k jeho definici. Z celé této nabidky zminime alesponi pohled Hiibkové (2009),
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ktera shledava dva protichtidné ptistupy k nadani, pficemz oba maji své opodstatnéni. Hfibkova
(2009) uvadi, Ze nadani je mozno chapat jako projev nadprimérného vykonu nebo jako
potencial podavat nadprimérny vykon. Pokud na nadani nahlizime jako na projev
nadprimérného vykonu, vnimédme ho jako potencial rozvinuty pili a ziskavanim potfebnych
znalosti a zkuSenosti. V ptipadé€ nadani jakozto potencialu podévat nadpriimérny vykon je toto
vnimano jako néco, co bylo jedinci ,,sesldno shiiry” ¢i ,,ddno do vinku“, ale nemusi byt
v prubé¢hu jeho zivota rozvinuto v néco hodnotného.

Existuje fada riznych typt nadanych zaki, pti¢emz zaky z nékterych skupin byva obtizné
ve Skolnim prostfedi identifikovat jako nadané. Pro porozuméni této disharmonii predstavime
klasifikaci nadanych zakl provedenou Georgem Bettsem a Maureen Neihartovou (1988), ktefi
zavedli Sest profilit nadanych zaku:

o Uspésni Zdci, kteti jsou oblibeni u ugiteldi, obdivovani spoluzaky i rodi¢i; maji
excelentni vysledky ve Skole a jsou casto vytipovani uciteli; tito zaci, jakoz 1 Zaci
z dalsich profill, se ve skole snadno zacnou nudit.

o Autonomni Zaci, kteti jsou obdivovani pro své schopnosti, jsou vnimani jako ti, ktefi
uspéji; maji dobré sebevédomi, vysokou vnitini motivaci; mivaji dobré zndmky.

o Skryvaci nadani (,,underground gifted*), kteti plsobi tiSe a ostychavé, jako malo
odolni a pfecitlivéli, jsou vnimani jako GspéSni primérni; nejsou si jisti sami sebou,
maji nizké sebevédomi; ve Skole nebyvaji identifikovani.

e Defenzivni odpadlici, kteti jsou vnimani jako neposlusni, nepfijimaji je dosp¢li ani
vrstevnici; jsou stadle v opozici, maji na vSe vztek; objevuje se u nich nesoulad
mezi inteligenci a Skolnimi vysledky, jsou vynikajici v mimoskolnich aktivitach.

e Provokatéri (kreativni rebelové), kteti mivaji problémy s disciplinou, ptisobi jako
iritujici; ve Skole se rychle za¢nou nudit, jsou netrpélivi, ¢asto v opozici, maji nizké
sebevédomi; ve Skole nebyvaji identifikovani.

e Zdci s dvoji vyjimecnosti (nadani Zaci s fyzickym hendikepem &i s poruchou udent).
Do této skupiny patii nadani Zaci s poruchou uceni, nejcastéji dyslexii, nadani Zaci
s Aspergerovym syndromem — poruchou autistického spektra, nadani zaci s poruchou
pozornosti (ADD) ¢i hyperaktivitou (ADHD) aj., ktefi byvaji vniméni jako divni
a hloupi, ostatni zéci se jim vyhybaji; nedokdzou reagovat na pozadavky ucitele, jsou
frustrovani, maji nizké sebevédomi, nechépou pticiny svych tézkosti; potiebuji velkou
podporu.

Da se predpokladat, ze dle klasifikace Bettse & Neihartové (1988) byva v prostiedi Skoly
rozpoznano nadani zak® v piipadé profilu usp&sného & autonomniho Zaka. Zaci z ostatnich
profilt jsou rizikovi a k identifikaci jejich nadéani z jejich Skolnich vykont vétSinou Casto
nedojde. Divodem byva rozpor mezi vnimdnim nadani a jeho projevl a skuteCnymi projevy
zaka. V dal$im textu pfedstavime jeden zajimavy ptipad zZdka nadaného na matematiku, u néhoz
k rozpoznéni talentu v rdmeci Skolniho prosttedi nedoslo.

3. Pripadova studie Zika 5. roéniku ZS, ktery se jevi jako nadany na matematiku

Tato ¢ast ptispévku zpracovava piipadovou studii zaka 5. ro¢niku, ktery se jevi jako velmi
nadany na matematiku, ale neabsolvoval odbornou identifikaci tohoto nadani v pedagogicko-
psychologické poradné (PPP).

Adam (jméno je smyslené) byl jiz jako predskoldk velmi zvidavé, hloubavé dité, které
vykazovalo nezvyklou trpélivost pii ¢innostech, jez ho zajimaly. Uz jako maly dbal na poradek
a svoje Cinnosti konal s preciznosti. Rodice 1 ucitelky u Adama v jeho pfedskolnim obdobi
shledaly, ze je ,,napted v porovnani s jeho vrstevniky v mnohych oblastech. Pfed nastupem do
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Skoly umél ¢ist a psat, a zvlaste jeho matematické schopnosti se jevily mimoiadné. V péti letech
se orientoval v ¢ase, poznal, kolik je hodin, hral Sachy, pocital do tisice, dokazal s¢itat a od¢itat
prirozena ¢isla do 100. Odvodil si sdm néasobeni jako opakované s¢itani, tj. 7- 8 =8 + 8 + 8 +
8 + 8 + 8 + 8 = 56. Po rodicich vyzadoval stale ptiklady tohoto typu, pfi¢emz pfi jejich feSeni
se u n¢j projevovaly dobfe vytvorené predstavy o Ciselné tad€, usporddani v mnoziné
ptirozenych cisel, zékonitosti operaci s¢itani, od¢itani a nasobeni pfirozenych ¢isel. Pii feSeni
ruznych uloh pak funkéné pouzival vlastnosti téchto operaci. Kromé této poctarské zaliby mél
velky zajem o vesmir a zemépisnou tématiku, ve kterych vynikal svymi encyklopedickymi
znalostmi.

Z uvedenych diivodl nastoupil do 1. rocniku o rok diive. Z pedagogicko-psychologické
poradny dostal k diivéjSimu nastupu do Skoly doporuceni s potvrzujicimi udaji, Ze se jedna ve
vSech oblastech o mirn€ nadprimérného zaka, v matematice o vysoce nadpramérného.

Dle o¢ekéavani rodi¢i nebyl pro Adama po jeho nastupu do 1. ro¢niku Zadny Skolni predmét
problém. Az do 5. ro¢niku vyborné prospival ve vSech predmétech. Z rozhovoru, ktery lektorka
vedla s Adamovymi rodici, vyplynulo, Ze s nastupem do Skoly vSak jeho diivejsi velky zajem
o matematiku jako mimoskolni aktivitu najednou zcela upadl do pozadi. Tytam byly jeho
aktivity spojené s poctaistvim, Adam se v tomto obdobi zacal aktivné vénovat sportu a ze
zdjmovych ¢innosti u n&j prevazovaly dale vesmir a zemépisna tématika. Dostéval sice stale
pouze jednicky z matematiky, ale vnitini motivace rozvijet se dale v matematické oblasti jako
diive v pfedSkolnim veku se vytratila.

Adamovi rodi¢e tuto skutecnost komentovali tak, ze se u né¢j situace spojena s nadSenym
poctaistvim ,,ustalila® ve chvili, kdy zacal chodit do Skoly. Zapadl pry rychle mezi ostatni zaky
a nevycnival zdaleka tolik jako ve Skolce. Rodic¢e tedy ani neméli motivaci s nim navstivit
pedagogicko-psychologickou poradnu, kde by bylo jeho matematické nadani odborniky
oficialné potvrzeno. Ani Adamova ucitelka je k tomu nijak nenabadala, na tfidnich schiizkach
se vzdy na dotaz rodi¢l pouze vyjadiila ve smyslu, ze s Adamem nema problém a Ze je u ngj
vSe v poradku. Podle rodict snad nezaregistrovala jeho matematicky talent a mozna ani
nevédéla, jakou Adam vykazoval vyjimecnost v pocCtech v pfedskolnim véku. Adam sice byl
vzdy prvni v pocitani ptikladd, ale protoze v klidu trpélivé sed€l, Cekal na ostatni, a hlavné
nikoho nerusil, tak nebyla nucena mu toto ¢ekani zkratit pfedem pfipravenymi zajimavymi
matematickymi ¢i logickymi tlohami, které by jisté rad fesil. Ani poté, co byl Adam Gspésny
v fad¢ kategorii Matematického klokana, se pani ucitelce nejevil jako nadany v matematice.

Z konstatovani rodi¢i vyplynulo, ze rozvoj Adamovych matematickych schopnosti se
s ndstupem do Skoly zastavil, ba dokonce vytratil. Nabizi se tfi otdzky:

1. Pro¢ se Adamovy matematické schopnosti béhem vzdelavani na 1. stupni jiZ
neprojevovaly tak zretelné jako drive?

2. Kam se podéla jeho vnitini motivace hloubéji se rozvijet v matematické oblasti?

3. Potvrdi se Adamuv talent na matematiku na zaklade vysledkii vypracovaného

standardizovaného testu?

Pro ovéfeni aktudlniho stavu Adamovych matematickych schopnosti byl vytvoien pracovni
list s nestandardnimi a problémovymi tlohami se stupfiujici se naro¢nosti, které méely ovéfit,
zda se ptipadné nadani pro matematiku opravdu vytratilo, ¢i zda u Adama pouze neprojevené
setrvava. Tento pracovni list obsahoval 12 tloh, zaddni vybranych tloh byla inspirovéna
publikacemi Budinové, Blazkové, Vanurové & Durnové (2016) a Budinové (2018). [lustrujme
jeho postup fesSeni a vysledky na nékolika vybranych ulohach.
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3.1. Analyza Zakovského reSeni vybranych uloh

Na Obr. 1 je ukazka aritmeticky feSitelné tlohy, kterou Adam feSil nejprve chybné tak, ze
pocet déti 28 (bez Tomase) délil tremi, tj. 28 : 3=9 (1). Svlij chybny vysledek si hned uvédomil,
feSeni opravil a oporou o graficky nazor tlohu vyftesil spravné.

79 /

7. Zavodu na lyzich se zucastnilo 26 déti. Na kterém mist& dobéhl Tomas, | |
kdy? pocet déti, které dobéhly za nim, byl trikrat vétsi nez pocet, které
dobéhly pfed nim. Zapis postup, jak jsi tlohu resil/a.
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Obrazek 1. Reseni ulohy se opira o graficky nazor.
Zadani ulohy bylo inspirovano ulohou z publikace od Budinové (2018).

Pfi feSeni tlohy rovnicového charakteru na Obr. 2 zvolil Adam aritmeticky postup od konce
pomoci inverznich operaci vzhledem k nasobeni a od¢itani. Je zde vidét implikacni zépis
(Budinova, 2018), ve kterém Adam neuvazoval symbol ,,=* jako znak pro rovnost, ale jako
pokyn k poéitani. Ulohu fesil spravné. Zajimavé je si pov§imnout, Ze u vétsiny tGloh nechybi
odpovéd.

3. Myslim si Cislo. KdyZ jej vynasobim 3esti a ode¢tu 15, dostanu 135. Které

cislo si myslim?
5 /?’_ ‘g-- 4 5 @
4 - = [ = J "ll s 2\ : N
BT ST L

& h A :I & | )~
. 4 K [ ¥ 1an e i C
VS )

/SU 31 (R0 /£ )

Obrazek 2. Postup od konce s implika¢nim zapisem.
Zadani ulohy bylo inspirovano ulohou z publikace od Budinové (2018).

U kombinatorické ulohy na Obr. 3 sviij postup Adam vysvétlil v rdmci reflexe nasledovné:
,»SCital jsem postupné dvojkoruny tak dlouho, dokud jsem nemél celkem 36 K¢. Kdyz k tficeti
Sesti korunam pfictu pétikorunu, madm 41. TakZze mam 18 dvojkorun a jednu pétikorunu. Pak
jsem zase scital dvojkoruny tak dlouho, dokud jsem nemél 26 K&. Kdyz ke dvaceti Sesti
korundm pfictu tfi pétikoruny, mam zase 41. Dvé pétikoruny mit nemutizu, protoze kdybych
k nim mél pficitat dvojkoruny, tak nikdy nedostanu 41...“ Ulohu Adam fesil experimentalng,
z popisu jeho vlastniho feseni je patrna dobra logicka uvaha a vyborné aritmeticka zdatnost.
Vsechny moZznosti feSeni si postupné vypisoval, zplisob zapisu vSak pouzil mirné
neekonomicky.
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4. Maruéka si stiddala jen dvoukorunové a pétikorunové mince. Potfebuje
jimi zaplatit pravé 41 K&. Kolika zptsoby mazZe castku zaplatit? Vypi$
véechny moznosti. [
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Obrazek 3. Kombinatoricka uloha fesend experimentalné.
Zadani ulohy bylo inspirovéano ulohou z publikace od Budinové (2018).

Experimentalni metodu Adam vyuzil 1 u nasledujici ulohy rovnicového charakteru na Obr.
4, pticemz se opiral o vlastni graficky nazor. Vychozi pocet kamaradu si zvolil 4 a zjistil, ze pfi
tomto poc¢tu kamaradii by bylo celkem 4 - 6 + 3 = 27 kastankti. Tento pocet vSak nevyhovuje
druhé podmince tlohy. Pocet kamarada pak postupné o jednu zvySoval do okamziku, kdy ob¢
podminky ulohy byly splnény. Vychozi Adamova tvaha také svéd¢i o vhledu do dané
problematiky.

5. Filip rozdava svym kamaraddm kastanky. Kdyby jim daval po Sesti
kastancich, 3 ofisky mu zbudou. Kdyby rozdaval po sedmi kastancich, 5
kastank( mu bude chybét. Kolika kamaradim Filip kastanky rozdava a
kolik ma ka$tanka? Zapis, jak bys ulohu fesil/a.
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Obrazek 4. Uloha fe$ena experimentalné opirajici se o vlastni graficky nazor.
Zadani ulohy bylo inspirovano ulohou z publikace od Budinové (2018).

Kombinaci experimentalni strategie, kdy nejdiive uvazoval Cisla 400 a 486, a zdatnosti
v aritmetice spojenou se silnou logickou tivahou dospél Adam ke spravnému vysledku tlohy
na Obr. 5. Z jeho feSeni je vidét, ze fadu podstatnych krokti vypocti provadél zpaméti a své
uvahy nezaznamenal. U této tlohy je provedena i ovétujici zkouska spravnosti.
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6. KdyZ selte$ dvé rizna &isla, dostanes 840. Kdyz tato Cisla od sebe odectes,
dostanes 86. Ktera ¢isla to jsou?

Obrazek 5. Aritmetické feSeni tilohy s vypocty provadénymi zpaméti.
Zadani tlohy bylo inspirovano tlohou z publikace od Budinové (2018).

Zpusob feSeni tlohy na Obr. 6 poukazuje na elegantné fizeny experiment, hluboky vhled
a intuici, které se pfi feSeni ulohy projevily. Ze spole¢né debaty k feseni tohoto ptikladu Adam
nejdiive vydélil 360 : 3 = 120. Soudil spravné, Ze prvni dva s¢itance budou zcela jisté mensi
nez 120. Zvolil tedy nejdfive za prvni dva scitance Cisla 115 a tfeti s¢itanec 121. Soucet téchto
tfi s¢itancii vSak neodpovidal ¢islu 360 v zadani, tedy bylo tfeba za prvni dva s¢itance uvazovat
Cisla vetsi nez 115. Zamérné preskocil ve svych dalsich uvahach ¢islo 116. Je zajimavé, ze
soucty v prvnich dvou sloupcich zleva jsou s chybou, misto 351, resp. 357 mu vyslo 251, resp.
257.

11. Soucet tfi s€itanct je 360. Prvni dva séitance jsou stejné, tfeti s¢itanec je
0 6 vetsi. Které Cislo je trojndsobkem nejvétsiho sé¢itance?
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Obrazek 6. Uloha rovnicového charakteru fesena fizenym experimentem.
Zadani tlohy bylo inspirovano tlohou z publikace od Budinové (2018).

Pti feSeni ulohy na Obr. 7, ktera je propedeutikou uciva o rovnicich, Adam prokazal
schopnost analyzy a logického mysleni, u kterych je vSak predpokladem dobry aritmeticky
zaklad. Vhodné& zvolil za pomocniky své oblibena ¢isla a naslednd logicka ivaha zaloZend opét
na vhledu a intuici jej dovedla ke spravnému feSeni, které zaznacil do zadaného obrazku.
Vsimnéme si zde zapist OO =19a [J 0 0= 19 s chybou, které patrn& vznikly z nepozornosti,
1 kdyz vysledek ulohy je spravny.
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10. Kolik obdélnikd musi byt na pravé strané posledni vahy, aby nastala
rovnovaha? Jaka je hodnota jednotlivych atvard? /-/\‘
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Obréazek 7. Uloha, u které Adam prokéazal schopnost analyzy a logického mysleni.
Zadani tlohy bylo inspirovano ulohou z publikace od Blazkové, Budinové, Vanurové &
Durnové (2016).

Adam pracovni list vytesil s 90% uspésnosti (ziskal 30 bodi z maximalniho poctu 33). Pii
analyze vysledk se jevilo, ze Adamovy matematické schopnosti jsou siln¢ nadprimérné.

3.2. Pozorované fenomény Ziakovského reSeni vybranych iloh

Na zaklad¢ vySe uvedené analyzy feSeni vybranych tloh shrnujeme fenomény, které byly
u Adama pozorovany:

e Jeho zépis byl thledny a srozumitelny.

o Casto volil k fedeni uloh experimentalni strategii, mnohdy ¥izenou.

e U rady uloh se Casto opiral o vhodny graficky nazor.
V néekterych piipadech se dopoustél chybného zapisu Cisla v prabéhu dil¢iho vypoctu.
K tomuto dochézelo pravdépodobné z nepozornosti, kdy tento zapis nemél vliv na
spravnost vysledku.
U nékterych tloh si pomahal pamétnymi vypocty, které jiz nezapisoval, coz sveédci
o jeho rozvinutych aritmetickych ptedstavach.

e Reseni fady uloh byla provazena dobrymi logickymi ivahami a vhledem.

e V ramci reflexe byl schopen srozumitelné slovné popsat zplsob feSeni tloh. Jeho popis
se opiral o pfesné matematické vyjadfovani, dobrou argumentaci a zdivodnovani.

Z vysledkii testovani lze tedy u Adama srozumnou mirou jistoty uvazovat o jeho

nadprimérné trovni matematickych schopnosti. Vracime se tedy k prvnim dvéma otdzkam,
které spolu tizce souvisi:
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1. Pro¢ se Adamovy matematické schopnosti béhem vzdélavani na 1. stupni jiz
neprojevovaly tak zretelné?
2. Kam se podéla jeho vnitini motivace hloubéji se rozvijet v matematické oblasti?

Na zéklad¢ ptedchozich zjisténi se nabizi hned nékolik odpovédi na vznesené otazky:
U Adama se béhem Skolni dochazky projevilo nékolik nepfiznivych okolnosti - rodina se
dostala do tizivé existencni situace, Adam m¢l fadu mimoskolnich aktivit, které zastinily jeho
zajem o matematiku. Zfejmé také v dusledku nizké profesionality Adamovy ucitelky nebyly
zjeji strany mimoradné matematické schopnosti chlapce rozpoznany. Uvedené okolnosti
povazujeme za pric¢inu jeho stagnovani v matematice. Toto je vnimano u nadaného ditéte jako
problém, protoZe nemohou byt kontinualné rozvijeny jeho schopnosti a dovednosti.

S ohledem na ptedchozi zjisténi se miizeme vratit k posledni vznesené otazce:

3. Potvrdi se Adamuv talent na matematiku na zaklade vysledkit vypracovaného

standardizovaného testu?

3.3. Test pro identifikaci nadanych Zaki na matematiku TIM3-S

Pro ovéfeni a pfipadné potvrzeni matematického talentu byl Adam ndsledné testovan
standardizovanym Testem pro identifikaci nadanych Zakd v matematice TIM> (TIM>75, 2017).
Rodice s testovanim souhlasili. Test TIM*™ vyuziva standardizovanou psychodiagnostickou
metodu pro méfeni matematickych schopnosti v pasmu stfedniho a vysSiho nadpriméru zaka
3.-5. ro¢nikl zékladni $koly a byl vytvotfen odbornymi pracovniky, psychology Centra rozvoje
nadanych déti Fakulty socilnich studii Masarykovy univerzity v Brné&. Test TIM*~ byl vyvinut
v roce 2017 za ucelem poskytnuti pedagogtim a psychologtim spolehlivy néstroj k vyhledavani
matematicky nadanych zaki, nebot do sou¢asné doby v Ceské republice neexistoval
standardizovany a psychometricky ovéfeny nastroj pro méfeni mimotradné urovné téchto
schopnosti u déti na prvnim stupni ZS. Test je uréen primarné pro pedagogy, psychology
a specialni pedagogy. Jaké zakladni vlastnosti m4 test TIM>—?

e Lze jej pouzit individualné i skupinove,

e Testsestava z 25 polozek s volnou odpoveédi (vypoctem), administrace testu trva zhruba

45 minut (1 vyu€ovaci hodinu).

e K dispozici jsou dvé paralelni formy (Forma A a Forma B), které je mozné pouzit napft.
pro opakované testovani téhoz zaka s kratkym casovym odstupem.

e Skorovaci systém (podrobné popsany v uzivatelské piiru¢ce) umoziiuje u vétSiny
polozek zohlednit i ¢astecné spravné odpovédi (napi. spravny postup, ale chybny
vysledek v diisledku drobné nepozornosti apod.

e Vyhodnocovaci aplikace vygeneruje pro kazdé testovani podrobnou zpravu, ktera
obsahuje srovnani matematickych schopnosti zaka s normami pro odpovidajici rocnik
(vyjadienymi ve formé percentilll a nékterych dalsich skort, jejichz smysl a interpretace
jsou podrobné popsany v uzivatelské piirucce).

e Test je urcen primarné pro zaky, u nichz lze s rozumnou mirou jistoty pfedem uvazovat
o nadprimérné urovni matematickych schopnosti.

3.4. Vysledky Adamova testu TIM?3-3

Adam vramci testu TIM*?® absolvoval Formu A. Vyhodnocovaci aplikace testu
vygenerovala z vysledki jeho feSeni podrobnou zpravu, kterd obsahovala srovnéani jeho
matematickych schopnosti s normami pro odpovidajici ro¢nik. Tabulka 1 shrnuje vysledky
podrobné zpravy Adamova testu pro identifikaci nadanych zaki v matematice.
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Tabulka 1. Vysledky podrobné zpravy Adamova testu TIM > (Forma A)

Jednotka Skor (95% interval spolehlivosti)
Hruby skor 33

Percentil 98 (CI95% = 92-100)

T-skor 73 (SE = 3.335), CI95% = 66.4-79.6
W-skor 541 (SE =4.82), C195% = 531.6-550.4
RPI-1 79/10

Soucasti podrobné zpravy Adamova testu byly mimo jiné tyto vysvétlivky k vysledkim:

Hruby skor - soucet bodi za jednotlivé polozky. Nelze interpretovat, slouzi jen pro kontrolu.
W-skor - schopnost ditéte vyjadiend na Skale, kterd je nezavisla na ro¢nikovych skérech
(T-skorech, percentilech atp.). Umoziiuje naptiklad sledovat, jak moc se dité zlepSuje pfi
opakovaném testovani.

T-skor — standardni skor (M = 50, SD = 10), ktery umoziuje srovnani ditéte s ostatnimi détmi
ve stejném ro¢niku. Primérné dité¢ ma T-skor 50, T-skor 60 a vice dosahuje ptiblizné 16 % déti,
vice nez 70 néco pies 2 % déti a T-skor 80 a vice jen asi jedno dité z tisice.

Percentil - procento déti ze stejného roc¢niku, které v testu dosahuji stejného nebo horsiho
vysledku.

RPI-1 — udava praimérnou pravdépodobnost, s jakou dité¢ vytesi velmi obtizné polozky, které
feSi spravné jen 10 % déti ve stejném rocniku. Primérné dit€ mé tedy RPI-1 10/10,
nadprimérné déti maji RPI-1 vyssi (napt. 23/10).

95% interval spolehlivosti (C195%) - kazdy psychologicky test méfi s ur¢itou chybou. Interval
spolehlivosti udava, v jakém rozmezi se s danou pravdépodobnosti nachazi skute¢ny skor ditéte
pii ur€ité namétené hodnot¢. Naptiklad ,,percentil 90 (C195% = 73-98)" znamena, ze skutecny
percentil ditéte lezi s 95 % pravdépodobnosti mezi 73. a 98. percentilem.

SE — standardni chyba méteni. SlouZzi k vypoctu intervalu spolehlivosti.

Dle vysledkt v Tabulce 1 s pfihlédnutim k vysvétlivkam jednotlivych zjisténych polozek
1ze v ptipad¢ Adamova testu konstatovat tato klicova zjisténi:

o Percentil 98 (Closy; = 92-100) znamena, ze 98 % déti z Adamova ro¢niku by dosdhlo
stejného nebo horsiho vysledku (skutecny percentil Adama lezi s pravdépodobnosti 95 %
mezi 92—-100 percentilem).

o T-skor 73 (Closu = 66.4—79.6) srovnavajici Adama s ostatnim détmi ze stejného ro¢niku
znamena, ze Adam patii mezi 2 % déti v porovnani s primérnym ditétem disponujicim
T-skorem 50 (s 95 % pravdépodobnosti T-skoru 66.4—79.6).

e RPI' 79/10 znamend, 7e s pramérnou pravdépodobnosti 79 % Adam vyiesi velmi
obtizné polozky, které fesi spravné jen 10 % déti ve stejném rocniku.

Vysledky Adamova testu dle podrobné zpravy vyhodnocovaci aplikace nabizi odpovédi na
posledni vznesenou otdzku. Na zakladé vysledki testu TIM ¥ se mlizeme opravnéné domnivat,
ze Adamovy matematické schopnosti jsou vysoce nadprimeérné.
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4. Zavér

V popsané piipadové studii jsme se setkali s zdkem, jehoz matematické schopnosti byly na
zakladé standardizovaného testu TIM 37 potvrzeny jako vysoce nadprimémé. Ve $kolnim
prostiedi vSak u néj nebylo toto nadéni rozpoznano, pficemz k tomu ziejmé pfispély tyto
faktory:

e Nizka profesionalita vyucujici - ze strany ucitelky se zdkovi nedostavalo uspokojivé
pozornosti (pravdépodobné tak tomu bylo i ze strany rodicit), ve vyuce byl zak vniman
jako bezproblémovy, ucitelka nerozpoznala signaly upozoriiujici na zéka nadaného na
matematiku.

e 74k nemél potfebu prosazovat si své zajmy, nedozadoval se podnétl, které by ho
v matematice kultivovaly, a rychle se pfizptisobil Skolnimu prostfedi.

V disledku téchto faktorti se zék stal podvykonnym vzhledem ke svym schopnostem
a zacal své matematické nadani skryvat. V matematice se pak dale nerozvijel ani ve Skolnim
ani v domacim prosttedi. V typologii Bettse & Neihartové (1988) bychom ho mohli zatadit do
profilu ,,skryvac nadani“. Kdyz nebyl dostatek podnétl ze strany Skoly ani rodiny, zak reagoval
tim, Ze si nasSel jiné zaliby a ztratil motivaci své matematické nadani projevovat a dale rozvijet.

V navaznosti na zkusenost popsanou v ptipadové studii zde upozoritujeme na skute¢nost,
zZe existuje fada nadanych déti (nejen na matematiku), u kterych nedojde k identifikaci nadani
z jejich skolnich vykont. Rizikovym jevem u takovychto ptipadi je, Ze tito zaci zazivaji Casto
frustraci a nedostatek motivace, které je mohou vést az k podvykontim.

V této souvislosti shleddvame mozné cesty pro v€asné odhaleni nadani u zakt a jejich
nasledny rozvoj. Jednou z téchto cest je kvalitni teoretickd ptiprava budoucich uciteld, ktefi
budou obeznameni o tom, jak se nadany zdk muze projevovat a jak jeho nadani ve vyuce
rozpoznat. Vyzvou pro ucitele mohou byt matematické znalosti nadané¢ho zaka, které¢ znacné
prevysuji u¢ivo prvniho stupné. Ucitel také musi mit hodné trpélivosti a ochoty vénovat Cas
tomu, aby snadanym ditétem mohl diskutovat o vécech, které ho v oblasti jeho zdjmu
zamestnavaji.
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Abstrakt

Na prvnim stupni zékladni Skoly probé&hla sonda, jejimz cilem byla analyza vybranych
ucebnic matematiky tietiho az patého ro¢niku zakladni Skoly z hlediska zatazeni riznych typt
uloh na praci s daty, tvorba vlastnich uloh s vyuzitim mezipfedmétovych vztahi, jejich
realizace se zaky 5.ro¢niku a reflexe zdkd. Pro zaky patého ro¢niku bylo vytvofeno
7 matematickych uloh s pfesahem do jinych pfedmétii. V ramci nékterych uloh realizovali Zaci
mikrovyzkum, feSeni tedy mélo dlouhodobé&;jsi charakter.

Klic¢ova slova: prace s daty, matematika, mezipfedmétové vztahy

WORK WITH DATA AT ELEMENTARY SCHOOL

Abstract

A study of selected 3™ to 5™ year mathematics textbooks was carried out at elementary-
school level. Main aspects of the analysis were: inclusion of various types of problems focused
on work with data; creation of original problems with interdisciplinary relationships; solving
these problems with fifth-year students; and students’ reflections. 7 mathematical problems
with interdisciplinary context were created for fifth-year students. Students carried out micro-
research as part of solving some of the problems, the work was therefore of long-term character.

Keywords: work with data, mathematics, interdisciplinary relationships

1. Uvod

Prace s daty provazi svym zptisobem clovéka po cely zivot, jak soukromy, tak i pracovni.
Proto je potfeba se na ni pfipravovat jiz od prvniho stupné zakladni Skoly. Tato prace neni
zaloZena jen na orientaci v tabulkéch, diagramech a grafech, zalezi rovnéz na logickém mysleni
a porozuméni textu.

V Rémcovém vzdéelavacim programu pro zdkladni vzdelavani je toto téma zatazeno do
tematického okruhu Zavislosti, vztahy a prace s daty. Zici rozpoznavaji rizné zmény
a zavislosti, které jsou projevem béznych jevi redlného svéta, a postupné dochazeji
k pochopeni, ze zménou muze byt rast i pokles a Ze zména mize mit také nulovou hodnotu.
Zmény a zavislosti poznavaji zaci z tabulek, diagramu a grafli, v jednoduchych ptipadech grafy
konstruuji nebo modeluji. Na konci prvniho obdobi jsou u zédka ocekavany vystupy:

e ,zak se orientuje v Case, provadi jednoduché prevody jednotek Casu;

e 74k popisuje jednoduché zavislosti z realného Zivota;

e 73ak doplnuje tabulky, schémata, posloupnosti ¢isel.* (Jefabek, Tupy, 2017, s. 32)
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Ve druhém obdobi jsou uvedeny tyto ocekavané vystupy:
o 7ak vyhledava, sbird a tfidi data;
o 74k Cte a sestavuje jednoduché tabulky a diagramy. (Jefabek, Tupy, 2017, s. 35)

2. Experiment na ziakladni Skole

Ve tetim, ctvrtém a patém ro¢niku zdkladni Skoly probéhla sonda, jejimz cilem bylo:

+ obsahova analyza vybranych ucebnic matematiky z hlediska prace zaki s daty;

* tvorba vlastnich uloh s vyuzitim mezipfedmétovych vztahd, jejich realizace se zéky
5. ro¢niku a reflexe zaki

2.1. Obsahova analyza vybranych u¢ebnic matematiky

Pro obsahovou analyzu jsme vybrali ucebnice a pracovni seSity matematiky, které jsou
podle nasich zkuSenosti nejcastéji pouzivané pii vyuce matematiky na 1. stupni. Jednalo se
o uc¢ebnice nebo pracovni sesity nakladatelstvi Alter, Fortuna, Prodos a SPN (n¢které tituly jsou
uvedeny v seznamu literatury). Zaméfili jsme se predev§im na rtizné postupy pii praci s daty
a na typy uloh.

Na zaklad¢ vyhodnoceni této Casti sondy jsme zaznamenali tfi zdkladni postupy pfi praci
s daty. Prvni zpuasob spocival vtom, ze je zakim piedlozena vytvofena tabulka nebo
zpracovany diagram, ze kterych musi urcité udaje vycist (obr. 1).

n V grafu jsou pomoci lomené &iry zaznamendny vysledky méfeni teploty vzduc hu
v meteorologické stanici (2. bfezna), které byly providény kazdou celou hodinu. Dopli
tabulku méfeni. Co viechno miZes z grafu vydist?

0 hod 6 hod 12 hod 18 hod 24
&as 7 ( , f e, A3 48l n

Ieplota-"-..—'_'-:-v"-_ FIRE L 1 / O

Obréazek 1. Uloha s grafem (Molnar, Mikulenkova, 2014, s. 26)

Druhy zpisob je opacny, zaci jiz konkrétni data (Cisla, idaje) znaji a musi je jen vhodnou
formou zaznamenat do diagramu.

Treti zpisob je specificky v tom, ze Gdaje jsou zadany ve formé vét ¢i obrazka, na jejichz
zaklad¢é zaci odpovidaji na urcité otazky. Misto tabulky jsou zde tedy vyuzivany véty, na
zaklad¢ jejich informaci lze vytvofit pofadi nebo jednoduchy graf (obr. 2). Tyto ulohy
procvicuji logické mysleni zakl, porozuméni textu a souvislost jednotlivych pocetnich operaci.
Na 1. stupni zékladni Skoly se setkdme se vSemi zplisoby, nejrozsifené€jsi je vSak zpisob prvni.
Najdeme vsak i ulohy, ve kterych se uvedené zplisoby kombinuji.
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3. Reste spoleéné zajimavou Ulohu, v jakém pofadi se umistili jednotlivi za-
vodnici. Zde jsou jejich odpovédi:

1 misto: 0/1 v /:‘ .
2. misto: _C YRIL 4. misto: _E/]/L
3. misto: ALEX 5. misto: DOR /S

Obrazek 2. Uloha zadana pomoci vét (Cizkova, 2008, s. 25)

Z hlediska rtiznych typt uloh (nebo témat), které se v ucebnicich vyskytuji, jsme nalezli
pet zakladnich typt:

ulohy tykajici se domaci ekonomiky

ulohy, ve kterych se pracuje se vzdalenostmi
ulohy, ve kterych se pracuje s teplotou
ulohy zabyvajici se prizkumy ve tiidé

ulohy na vypocet aritmetického priméru
ulohy s jizdnimi fady

n .a.J. .Raiﬂcﬂel ;il lzlal';‘. ;(I);;I[i. ;i;;;;.%; I':; IIIIIII ;l.. ------------- -kI z IIIIIIIIII ; ----- ; -
ve kterém mésici byly vydaje nejvy3si, ve kterém nejnizsi. (Udaje v tabulkich jsou v K&
K&

“anor 17.000- §

- duben :

kvéten 15000

-m... 14 000
Gervenec |

v ST T . | =

ten

prosinec

mésic L Dkl vl 28 B v ¥os SuBy . 12,

Obrazek 3. Uloha tykajici se doméci ekonomiky (Molnar, Mikulenkova, 2010, s. 27)
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Nejcastéji se objevuji ulohy tykajici se domaci ekonomiky, které jsou v riznych
kombinacich a ipravéach soucasti témet kazdé zkoumané ucebnice od tietiho do patého rocniku.
Obsahuji riizné ¢innosti s penézi a pripravuji tak zaky zejména na hospodareni s nimi. Jedna se
tedy o propedeutiku finan¢ni gramotnosti zaki (obr. 3)

Ulohy, ve kterych se pracuje se vzdalenostmi, se vyskytovaly predevsim v udebnicich
pro 4. a 5. ro¢nik a byly zamétené napiiklad na porovndvani dalni¢ni sité jednotlivych statl, na
porovnavani délky bé&Zeckych tras nebo uréovani vzdalenosti daného cile. Zaci si jejich fesenim
procvicuji odhad a vyuzivaji ¢asto zaokrouhlovéani a poc€etni operace s¢itani a od¢itani (obr. 4).

n.I..l.......lI'..'ll....llll.ll.......Ill.....'..'ll.'..l.'l..

a) Udaje z roku 2006 uvedené v tabulce zaokrouhli na stovky
a vyzna¢ do diagramu. Sefad uvedené stity podle délky dal-
niénf sité,

délka ddl. sité (km) =
1Belge | 1747 | |
2 Britanie 3 64 R B0
3leso | 560 E
4Fance | 8 923 _
5 Itdlie | 6100 e

6 Nizozemi | 3 023
7 Rakousko ; 1677
8 Slovensko | 31

9 Spanéisko | 2344 |

10 Swycarsko |[ 1638 |

21 000

b) Vyzna¢ v diagramu, které
staty maji dalnicni sité deldi
nez 3 000 km. 1000

112:3'4:5/6/7:8 910
stat

Obrazek 4. Prace se vzdalenostmi (Molnar, Mikulenkova, 2010, s. 51)

Reseni tiloh, ve kterych se pracuje s teplotou, se objevilo jiz ve tfetim roéniku. Tyto tlohy
jsou vhodnym prostfedkem pro pozorovani teploty v pribéhu nékolika dni, jeji zaznam do
tabulky ¢i grafu a naslednou préci se ziskanymi udaji.

Na zaklad¢ vlastnich zkuSenosti miizeme fici, ze mezi zédky jsou velmi oblibené ulohy
zabyvajici se prizkumy ve tfidé. Mohou se tykat zjiStovani data narozeni, zalib zak,
znamek, délky vlast, délky chodidla. Udaje pak slouZi k tvorbé tabulek, grafii nebo diagramd.
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Vypocet aritmetického primeéru se da aplikovat v rdmci velkého mnoZzstvi tloh na praci
s daty. Jakmile se zaci nauci pocitat aritmeticky primeér, vyuzivaji ho zejména pro vypocet
aritmetického priméru svych znamek.

Pro zaky je dtlezitd i orientace v jizdnich Fadech doplnéna o rGzné symboly, které se
v ném objevuji. Domnivame se vSak, ze je potieba praci s jizdnim fddem v ucebnici doplnit
0 praci s jizdnim fddem na internetu, ktery se pti hledani spoji v soucasné dob¢ vice vyuziva.

2.2. Tvorba konkrétnich uloh pro Zaky 5. ro¢niku

Pti tvorbé jednotlivych uloh jsme se zaméfili na praktické vyuziti vyslednych poznatkil
a na zapojeni meziptedmétovych vztahl. Prihlédli jsme pfitom k tomu, co Zaky bavi a jak spolu
budou navzdjem spolupracovat. Vytvofili jsme celkem 7 tloh. Z divodu omezeného rozsahu

(24

¢lanku se zaméfime jen na nékteré.

Uloha 1 — Mohli se potkat?

Uloha integrovala matematiku a vlastivédu. Pied jeji realizaci jsme vybrali znamé
osobnosti, které Zaci znali zvlastivédy. Uvodni &ist hodiny jsme vénovali motivaci
a pripomenuti vSech 28 osobnosti. Kazdd osobnost byla ukdzédna na fotografii nebo
prostiednictvim videa a spolecné jsme si o ni néco fekli. VSechna jména jsme zapsali na tabuli
a oCislovali. Ttida se losovanim rozdélila na ¢ty skupiny a kazda si vylosovala 7 osobnosti.
Domacim tkolem bylo zjistit datum narozeni a umrti kazdé z nich

V nasledujici hodin€ Zaci sepsali barevné na velkoformatové listy papiru jména osobnosti,
data narozeni a imrti. Spole¢n¢ jsme si vysvétlili problematiku uréovani stoleti. Kazda skupina
dostala zadano jedno stoleti a piipsala ho k osobnostem, které se v tomto stoleti narodily. Na
zaklad¢ vytvorené tabulky zaci samostatné vytvoftili sloupcovy diagram, ktery znazorioval,
kolik osobnosti se v daném stoleti narodilo. Na zéklad¢ udaji v tabulce a diagramu Zzaci
odpovidali na otazky typu: Kolik lidi se narodilo v daném stoleti? Ve kterém stoleti se narodilo
nejvice/nejméné osobnosti? Mohl se setkat Leos Janacek s Mikoldsem Alsem? Kdo se dozil

vvr

-

Obrazek 5. Sloupcovy diagram k uloze 1 (vlastni zdroj)
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Uloha 2 — Mohli to pouZivat?

Tato tloha navazovala na ulohu ptedchazejici, opét tedy integrovala matematiku
a vlastivédu. Vytvorili jsme seznam osmndcti vynalezl. Ty z nich, které Zaci neznali, jsme si
promitli a vysvétlili jejich funkci. Nasledné Zaci pracovali ve stejnych skupindch jako
v predchozim ukolu. Losovanim si vybrali vynalezy, u kterych za domaci ukol nasli rok vyroby
(resp. rok prvniho pouziti). Nasledujici hodinu jsme rok zaznamenali ke kazdému vynalezu do
tabulky a skupiny jesté doplnily stafi daného vyrobku. Poté kazda skupina dostala jednu otazku:
Které vynalezy jsou starsi nez jedno stoleti? Které vynalezy jsou starsi nez pul tisicileti? Které
vynalezy jsou starsi nez ctvrt stoleti? Které vyndlezy jsou starsi nez piil stoleti? Tato aktivita
slouzila k pfipomenuti pojmil stoleti, ctvrt stoleti, tisicileti.

Vytvorenou tabulku jsme vyuzili u nasledujiciho tkolu, kdy se vSichni Zaci vystiidali pii
kladeni otazek typu: Mohl J. A. Komensky pouzivat kapesni hodinky? Otazky si pokladali vzajemné
mezi sebou. Ten, kdo otazku polozil, musel znat pravdivou odpovéd’ a dalsi zak mél funkci
kontrolora, aby zhodnotil, kdo odpoveédél spravné, nebo chybu opravil. Zaznély napf. tyto otazky:
Mohla cisarovna Marie Terezie telefonovat? Mohl cisar Karel 1V. nosit bryle? Mohl prezident
T. G. Masaryk sledovat televizni zpravy? Mohli prejizdeét vojaci v prvni svétove valce viakem?

Posledni etapou tohoto tikolu bylo sestaveni kruhového grafu s hodnotami stafi vynalezt.
Zé4ci sami pfisli na to, Ze musime vynalezy roztfidit do skupin podle staii. Vytvofili tedy
jednoduchou tabulku, kde vynalezy rozdélili do péti skupin. Skupina A obsahovala vynalezy
staré 80—100 let, skupina B vynalezy staré¢ 100-200 let, skupina C staré¢ 200-300 let a skupina
D staré¢ 1 000 a vice let (Zadny vynalez nepattil do dvou skupin, proto jsme mohli vytvofit tyto
nedisjunktni intervaly). Na zakladé téchto udaj zaci narysovali graf (obr. 6).

<= « \E\

Obrazek 6. Kruhovy diagram k tloze 2 (vlastni zdroj)

Uloha 1 a tiloha 2 byly naro¢né na &as. Praci jsme rozvrstvili do péti vyuéovacich hodin.
Dulezita byla zejména domaci ptiprava. Pocitali jsme i s variantou, Ze néktefi zaci nesplni
domaci ukol, a pfipravili jsme encyklopedie a pocita. Tti Zaci nepfinesli data narozeni
znamych osobnosti, dva zaci nenasli rok prvniho pouziti vynalezu, vyuzili tedy pocitac.
Samoziejmé& jsme zkontrolovali vSechny vyhledané udaje, byla vSak piipustnd tolerance
nékolika let. V ramci feSeni obou uloh Zaci rozvijeli samostatné mysleni, zodpovédnost pfi
plnéni tkoll a zastavani urcité role ve skupiné. Sloupcovy diagram vytvotilo spravné Sestnact
zaki ze sedmnacti, kruhovy diagram patnact zakl. Na nasledné otdzky odpovédélo spravné
¢trnact zaka.
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Uloha 3 — Poznej svou $kolu a spoluzaky!

V tivodni motivacni €asti byli Zaci seznameni s celym procesem. Pomalu se vzivali do role
badateld. Museli vypatrat, jak je to se Skolou, kterou navstévuji. Tfida byla rozdé€lena na tfi
skupiny a kazda si vylosovala vlastni badatelsky ukol. Jedna skupina zkoumala pocet dévcat
a chlapcti na celém prvnim stupni. Druhd skupina zjistovala, kolik zakt se v jednotlivych tfidach
stravuje ve Skolni jideln¢. Tteti tiida badala, kolik zaki navstévuje Skolni druzinu.

Zaci ve skupiné si rozdélili tii zakladni role - rezisér, mluvéi a zapisovatel. Role reZiséra
spocivala v tom, Ze v podstaté celou skupinu fidil a stmeloval. Zachranoval hadky, urcoval dalsi
postup prace. Mluv¢i byl ten, kdo komunikoval s ostatnimi, at’ uz ze své tfidy, nebo z okolnich.
Zapisovatel nakonec vSechno pecliveé sledoval, pocital a zapsal potfebna data. Takto domluvena
skupina se mohla ,,vydat do terénu“. Ve vyucovacim case chodila po Skole, navstévovala
jednotlivé tidy 1. stupné (1.-5. ro¢niky) a zjiStovala informace. Samoziejmé s timto prizkumem
museli souhlasit vyucujici v jednotlivych tfidach. Jakmile méla skupina zjisténé udaje ze vSech
ttid (ve Skole byly v kazdém rocniku tfi tfidy - tzn. 15 tiid celkem), vratila se zpét, vyplnila tabulku
(obr. 7) a vytvorila graf (obr. 8), pfiCemz si mohla vybrat, jaky pouzije. Dvé skupiny, které se
dostaly az k této posledni ¢asti ulohy, zvolily sloupcovy diagram, ktery nasledné jesté barevné
odlisily. Samy sepsaly legendu a vymyslely vlastni otdzky, které souvisely s vytvofenym
diagramem. S vypInénymi tabulkami a pfipravenymi grafy jsme si spole¢né¢ sedli do kruhu na
koberec a provedli celkové zhodnoceni. Mluv¢i kazdé skupiny zhodnotil préaci a uvedl vysledky
a zavéry. Ostatni se mohli na cokoliv zeptat.

424 ok
/S oM K3
174108

18 50

Obrazek 7. Tabulka k uloze 3 (vlastni zdroj)

Doba trvani feSeni této tlohy byla dvé a ptil vyucovaci hodiny. Museli jsme tedy pfizptlisobit
rozvrh hodin a také pozadat ostatni vyudujici o moznost navstivit jejich vyudovaci hodiny. Zaky
vyzkum velmi bavil a citili se jako opravdovi badatelé. Pfed tim, nez zaci opustili svou tfidu,
upozornili jsme je na vhodné chovani na chodbach a domluvili jsme se na bezpecnostnich
pravidlech pohybu. Po chvili, kdy uz se vSechny skupiny vydali zjistovat data, se jedna skupina
vratila. Byla to skupina sloZzend ze samych chlapcti, ktefi se ve Skole projevovali vzdy velmi
aktivng, sebevédome, schopné. Avsak jak jsme zjistili, bylo to pouze v ramci své tridy. Jakmile
méeli komunikovat s jinymi zaky, s jinymi uciteli, nebyli schopni nic vyftidit. Nezvladli se ani mezi
sebou ve skupiné domluvit, kdo by prevzal roli mluvciho. Po porad€ s ndmi se nakonec vratili k
badani a alespon zjistili jesté nékolik dat do tabulky. Vyplnili v§ak jen polovinu tabulky, a jelikoz
ztratili hodné Casu, nestihli ani sestrojit diagram. Na koberci vSak néasledn¢ s nami pracovali
relativné bez problémil. Ulohu tedy spravné vyiesili dvé skupiny ze ti1. Do budoucna, pro piisti
praci, ktera by méla podobny charakter, by bylo vhodné klast vétsi diiraz na procviceni redlnych
situaci se zaky.
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Obrazek 8. Sloupcovy diagram k uloze 3 (vlastni zdroj)

3. Zavér

Ve vybranych ucebnicich matematiky pro 3. — 5. ro¢nik zékladni skoly se objevuje nékolik
typt uloh, které zahrnuji tii zdkladni postupy pii praci s daty. Reseni t&chto tiloh je pro zaky velice
dilezité, protoZe jak se v prubchu experimentu ukézalo, n¢ktefi zaci nejsou zvykli pracovat delsi
dobu samostatn¢ v nékolika krocich, které na sebe musi plynule navazovat. Je pro n€ samoziejme
mnohem jednodussi vypocitat ptiklad, ktery je jim pfedlozen, bez néjakého slovniho podkladu.
Dulezitym predpokladem pro spravné vyfeseni téchto uloh je také kvalitni porozuméni textu.
Projevil se poznatek, Ze ¢teni neni diilezité jen v hodinach ¢eského jazyka, ale v jakékoli denni
aktivité. Celkem pét zaki téméf viibec neporozumélo otazkam na pracovnim listu, ale nakonec
po vysvétleni odpovedé€li spravné. Je tedy tieba do vyuky matematiky na prvnim stupni pravidelné
zatazovat tlohy na praci s daty a to v jakékoliv formé.
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Abstrakt

Technologia rozsirenej reality (augmented reality — AR) predstavuje edukacny prostriedok
podporujici tvorbu modelov matematickych konceptov a moznosti manipulacie s nimi. Tyka sa to
predovsetkym pojmov z oblasti geometrie. AR umoziuje transformovat’ 2D model geometrického
utvaru na 3D model, ten potom pozorovat’ a skimat’ z réznych uhlov pohladu. Navyse vznika
priestor na znazornenie procesu tvorby obrazu utvaru v geometrickom zobrazeni - napriklad
v osovej sumernosti. Aplikacia technologie AR ma potencidl pri tvorbe uloh rdznej trovne
kognitivnej ndrocnosti. Prezentované budi moznosti vyuzitia technologie AR pri tvorbe zadani
uloh na rdznej Grovni naroc¢nosti, v zavislosti od konkrétneho kritéria. V kontexte teérie TPACK
(Technological, Pedagogical and Content Knowledge) budii predstavené moZnosti uplatnenia
principov v matematickej edukacii.

KrPuacové slova: technologia rozsirenej reality, osova simernost’, matematické schopnosti

AUGMENTED REALITY TECHNOLOGY AND DEVELOPING
MATHEMATICAL ABILITIES

Abstract

Augmented reality technology (AR) is an educational tool supporting the creation of models
of mathematical concepts and manipulating them. This is key in the geometry framework. AR
allows you to transform 2D model of a geometrical shape into 3D model, which can be observed
and explored from different points of view. There is the possibility to illustrate the process of
creating the image of the object in geometry mapping, e.g., in axial symmetry. The application of
AR technology has the potential to create tasks with different levels of cognitive demand. The
possibilities of using AR in the creation of tasks at different levels of difficulties, depending on
specific indicator, are presented. The possibilities of applying the main principles of TPACK theory
(Technological, Pedagogical and Content Knowledge) in mathematical education, will be presented.

Keywords: augmented reality technology, axial symmetry, mathematical abilities

1. Uvod

Rozsirenu realitu (augmented reality - AR) mozno povazovat’ za technologiu, ktora spaja
skutoény a virtualny obsah, dopliia skuto&ny svet virtualnymi objektmi, je interaktivna v reilnom
Case a vyuziva 3D zobrazenie (Krevelen & Poelman, 2010). Rozsirena realita je prostriedkom na
vytvaranie virtualnych prvkov a ich zaclenovanie do obrazu redlneho sveta. Vd’aka sticasnému
stavu technického vybavenia §kdl 1 samotnych ziakov nachddza svoje miesto aj vo vzdelavani,
najcastejsie ako pomocny vizualiza¢ny, informacny, fixacny alebo evaluacny nastroj (Hnatova &
Hnat, 2019a).
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Technoldgia rozsirenej reality ma potencial z pohl'adu rozvoja matematickych schopnosti,
napriklad aj prostrednictvom tloh z oblasti osovej simernosti. Nastroje AR umoziuju flexibilne
prisposobovat’ a volit’ vstupné podmienky uloh na réznej Urovni kognitivnej néaro€nosti,
modelovat’ a pracovat’ s roznymi reprezentdciami dané¢ho konceptu, ako aj znazornit® proces
tvorby obrazu tutvaru v osovej simernosti. Podla Xistouri (2007), dolezitym predpokladom
uspesného rieSenia Uloh z danej problematiky (osova simernost), je rozvinutd schopnost
preklopit’ vzor za ucelom ziskania obrazu. V uvedenom kontexte je stibor loh s gradovanou
uroviiou naro¢nosti vhodnym prostriedkom pre rozvoj matematickych schopnosti (Xistouri,
2007; Sinclair & Kaur, 2011).

Pri tvorbe modelov, ktoré su aplikované vo vyucbe s podporou AR moézu byt vyuzivané
nastroje dynamickej geometrie. Systémy dynamickej geometrie charakterizuje Patsiomitou
(2008) ako prostredia, v ktorych st vytvorené podmienky na tvorbu symbolickych a grafickych
reprezentécii pojmov v matematickej doméne. Ziaci tak mozu skiimat’, riesit’ problémy réznymi
stratégiami a pracovat’ individualne, ale aj v skupinach. Navyse je im poskytnuta spitnd vizba na
ich navrhy, népady a postupy.

2. Principy TPACK tedrie v matematickej edukacii

Technoldgie postupne zastavaju dolezité miesto aj v matematickej edukacii, poskytuju
moznosti pre modelovanie a pracu s roznymi modelmi abstraktnych konceptov. Pre ich efektivnu
implementaciu do vyucovania je kl'acové, aby ucitelia mali dostatocné vedomosti a zru¢nosti pri
préci s nimi s ciel'om ich vyuzitia v kontexte s obsahom matematiky. Podl'a teérie Technological,
Pedagogical and Content Knowledge (TPACK), autorov Mishra & Koehler (2006), su pri
vyuzivani technoldgii vo vyucovani dolezité technologické, pedagogické a obsahové znalosti
ucitelov. Pre ich efektivne zaradenie do vyucovania je dolezité vymedzenie vhodného obsahu
daného predmetu spolu s pedagogickymi pristupmi vyuzivanymi pri edukécii daného obsahu.

Tedria TPACK mdze byt implementovana aj do vyucovania matematiky. V tabul’ke 1 sa
uvedené navrhy aplikacie hlavnych principov spominanej tedrie do matematickej edukacie
v kontexte pojmu osovej simernosti. Rozsirena realita je povazovana za technolégiu podporujicu
rozvoj matematickych schopnosti z oblasti osovej simernosti.

Tabul’ka 1. Aplikacia principov TPACK teorie v matematickej edukacii

Princip Névrh na aplikiciu principu v matematike
1. | matematické koncepty mozu byt reprezentované | spristupnenie konceptu osova sumernost’
vyuzitim technologii vyuzitim technoloégie rozsirenej reality
2. | pedagogické pristupy mozu byt aplikované vyuzitie pri prezencnej aj diStancnej vyucbe;
vyuzitim technoldgii roznymi spdsobmi aplikacia roznych organiza¢nych foriem

(individualna, skupinova, hromadna,
rovesnicke vyucovanie)

3. | rbzne pojmy z matematiky vyzaduju od ziakov | v uvedenom kontexte st to zru¢nosti pri

zruénosti réznej urovne; rysovani (zndzornenie obrazu Utvaru v osovej
technologie mézu pomoct’ pri niektorych sumernosti);
poziadavkach nastroje AR prezentuju proces rieSenia

4. | ziaci prichadzaju na vyu€ovanie s roznou existuje moznost’ prace s PC (applety -
urovinou vedomosti (vratane predchadzajtcich GeoGebra), ale aj s mobilnym telefonom
vzdelavacich sktisenosti s vyuzitim a aplikaciou GeoGebra 3DGraphing Calculator;
technologii); v zavislosti od trovne schopnosti ziakov
vyucCovanie s vyuzitim technologii by malo tento | a technického vybavenia je moznost’
fakt reSpektovat flexibilného vyberu a prispdsobenia pouzitia

technologii

54



Elementary Mathematics Education Journal 2022, Vol. 4, No. 1
ISSN 2694-8133

5. | technoldogie mézu byt vyuzivané v stlade technoldgia AR umoziuje:
s existujucimi vedomost'ami ziakov, pomahaju - tvorit’ gradované tlohy na zaklade r6znych
im nielen pri ich rozvijani, ale aj pri tvorbe vstupnych kritérii $pecifikovanych na
novych poznatkov zaklade kognitivnej analyzy tlohy (napr.

v ulohe nizsie: pocet Stvorcov, rézna pozicia
osi sumernosti);

- vytvorit’ podmienky pre pochopenie
principu rieSenia uloh (vo verzii pero/papier)
cez znazornenie procesu tvorby obrazu
objektu v osovej simernosti

Spracované podla: https://Ink.sk/dts0

Principy TPACK modelu je mozné aplikovat' aj v matematickej edukécii na rdéznych
stuptioch vzdeldvania. V tejto suvislosti predstavujeme vybrané navrhy aplikacie AR v tillohach,
ktoré st obsahovo zamerané na problematiku osovej simernosti.

3. Navrh pouZitia technoldgie rozsirenej reality v ulohach s kontextom osovej siimernosti

Existuje viacero moznosti vyuzitia technologie AR v matematickej edukécii a jednou z nich
je obsah matematiky vyuZzivajtci tlohy s kontextom osovej simernosti. Prezentované navrhy st
zaradené do oblasti vymedzenych podla existujucich prienikov medzi jednotlivymi elementami
modelu TPACK (obrazok 1).

Technological
Pedagogical Content
Knowledge
(TPACK)

Technological Technological
Pedagogical Content
Knowledge

(TCK)

Pedagogical
Content
Knowledge

Contexts

Obrazok 1. TPACK model
zdroj: https://Ink.sk/dtsO

1. Prienik technologickych, pedagogickych a obsahovych znalosti (TPC).

Ulohy zoblasti osovej sumernosti mozu Ziaci rieit bud’ vo verzii pero-papier alebo
v elektronickej verzii, napriklad vyuzitim AR. Ziaci na 1. stupni ZS eite nemaji rozvinuté
zruénosti tykajuce sa zostrojenia obrazu utvaru v osovej simernosti (prenasanie useciek, praca
s kruzidlom, rysovanie kolmych priamok). AR vytvéra priestor na ziskanie prvotnych predstav
0 procese tvorby obrazu utvaru v osovej sumernosti, ktory je dynamicky znazorneny, ¢im su
prezentované procesy rieSenia tlohy ako vychodisko pre porozumenie dané¢ho konceptu.
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Praca s nastrojmi vyuzivajucimi technologiu AR je vyhodna z pohl'adu reSpektovania roznej
urovne vedomosti a skusenosti ziakov s rieSenim uloh z oblasti osovej sumernosti. AR ma
vyhodu v tom, Ze ucitel’ dokéaze efektivne a rychlo pripravit’ Glohy r6znej ndro¢nosti, jednoducho
vie menit uroven naroc¢nosti tloh (od jednoduchsich k naro¢nejsim, ale aj opacne).

2. Prieniky: technologické a pedagogické znalosti (TP), pedagogické a obsahové znalosti (PC).

Technolégia AR umoziuje vyuzit' rozne mody reprezentacie zadania ulohy. Tu je mozné
identifikovat’ prieniky TP — technologické a pedagogické znalosti, PC — pedagogické a obsahové
znalosti. Pri pouziti appletov vytvorenych v GeoGebre je mozné vytvarat modely pojmov
v enaktivnom mode (manipulativny vo virtudlnom prostredi). V pripade, Ze je v procese rieSenia
ulohy pouzita technologia AR, napriklad aplikdcia GeoGebra 3D Graphing Calculator, tak
model znazornenia objektu v osove] sumernosti je mozné povazovat za enaktivny
(manipulativny). Ziak moze pritom menit orienticiu objektu, ako aj osi sumernosti. Prica
s modelom pojmu v enaktivnom mdde je prediktorom pre tspesné rieSenie uloh v ikonickom
a symbolickom mode, ktoré st povazované za kognitivne narocnejsie.

Pri vyuziti technologie AR je mozné vyuzit’ rozne formy prace — individualnu, rovesnicke
vyucovanie, pracu v skupinach, frontdlnu vyucbu. V tejto suvislosti mozno uvazovat
o prienikoch TP —technologické a pedagogické znalosti a PC — pedagogické a obsahové znalosti.
Pri individualnej praci si kazdy ziak moze zvolit typ tlohy, roznej irovne naro¢nosti, v zavislosti
od aktualnej vedomostnej urovne a skisenosti. V pripade uloh z oblasti osovej sumernosti
nasleduje tvorba, znazornenie obrazu itvaru v AR, kedy ma ziak moznost’ sledovat’ proces tvorby
obrazu daného Utvaru v zobrazeni. Pri rovesnickom vyucovani méze napriklad jeden ziak (Z1)
vytvorit’ zadanie tlohy - vymodelovat’ na svojom mobilnom zariadeni vzor, ktorého obraz je
potrebné vytvorit’ v osovej simernosti. Zadanie ulohy prezentuje druhému ziakovi (Z2), priCom
tu existuje viacero moznosti: Z1 zada popisne dany utvar (vzor) Z2; Z2 sa pozrie na dany vzor;
Z1 nadiktuje nutné vstupné podmienky, na zéklade ktorych dokéze Z2 vymodelovat’ dany utvar
(vzor). Z2 vymodeluje vzor (podl'a pokynov) a pomocou AR vytvori obraz utvaru. Nasleduje
overenie spravnosti rieSenia ulohy — porovnanie vysledku na zariadeniach oboch Zziakov.
V pripade nezhody, nasleduje diskusia tykajiica sa moznych pri¢in vzniknutych chyb (v zadani,
v procese riesenia, orientdcia osi a pod.). Pri frontdlnej forme vyu€ovania ucitel’ vytvara zadania
uloh rdznej urovne narocnosti (vopred pripravené typy vzorov) a ziaci tvoria, modeluju ich
obrazy.

3. Prienik technologickych a obsahovych znalosti (TC).

Obsahové zameranie na oblast’ osovej simernosti sa ukazuje ako vhodné z pohl'adu prieniku
technologickych a obsahovych znalosti (TC). V tomto pripade je mozné vyuzit' ako vychodisko
realne situdcie, konkrétne objekty, predmety, na ¢o nadvézuje praca s obrdzkami simernych
objektov, kedy je vhodné pouzit’ zrkadlo resp. geometrické zrkadlo na overenie symetrie utvaru,
objektu, obrazku. Na overenie symetrie objektu je mozné pouzit’ aj technologiu AR.

Objekty, ktorych obraz v osovej sumernosti je vytvarany pouzitim technologie AR, st
modelované v rovine. Proces tvorby obrazu je transformovany do priestoru a je dynamizovany.
Tu mozno uvazovat’ o prieniku typu TC — technologické a obsahové znalosti. Modelovanie
procesu tvorby obrazu Utvaru vyuzitim technoloégie AR je propedeutikou znazoriiovania utvaru
v osovej sumernosti (praca s kruzidlom, prenasanie useciek, kolmost’ priamok).

Technologia AR umoznuje diferencovat’ potrebu vizualizacie procesu rieSenia tloh (TC
prienik). Niektori ziaci potrebuju vidiet proces rieSenia tlohy, ini maji myslenie na vyssej irovni
abstrakcie a nepotrebuju sledovat’ proces zndzornenia obrazu, dokédzu obraz ttvaru vytvorit’ bez
pomoci, bez znazornenia postupu.

RozSirend realita, okrem vySSie uvedenych mozZnosti pouzitia, predstavuje efektivny
prostriedok v procese tvorby tloh rdznej trovne kognitivnej naro€nosti.
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3.1. Technologia AR pri tvorbe gradovanych uloh

Kognitivna analyza ulohy, obsahovo orientovanej na problematiku osovej simernosti, je
vychodiskom pre identifik4ciu kritérii, na zaklade ktorych su vytvarané ulohy na rdznej Grovni
kognitivnej naro¢nosti. Urovne narocnosti su definované vlastnostami vyuZitych objektov.
Analyzovana tloha je obsahovo zamerana na koncept osovej simernosti z ddvodu existujiceho
potencialu pri rozvoji matematickych schopnosti a schopnosti ucit’ sa. V tilohe ide o vytvorenie
obrazu Utvaru v osovej sumernosti. Vzor predstavuje objekt tvoreny danym poctom Stvorcov
usporiadanych v riadkoch, pricom stvorce mozu byt bud’ ¢ierne alebo ZIté. Za kritéria, ktoré st
vychodiskom pre tvorbu uloh gradovanej kognitivnej narocnosti, boli zvolené viaceré vlastnosti
objektov: pocet Stvorcov v utvare, pomer poctu Stvorcov rdznej farby a ich poloha, orientacia osi
sumernosti.

e Kiritérium 1: pocet Stvorcov v Utvare (resp. rozmer Stvorcovej siete)

Na zéklade uvedeného kritéria st postupne tvorené ulohy gradovaného typu (obrazok 2),
zacinajuc utvarom so Styrmi Stvorcami (2x2), cez utvary so Siestimi Stvorcami (2x3 a 3x2) az po
utvar zlozeny z deviatich Stvorcov (3x3).

2x2 2x3 3x2 3x3

Obrazok 2. Gradécia tlohy v zavislosti od poctu stvorcov

V uvedenom kontexte su pre pouzitie technologie AR, v ramci projektu KEGA 036PU-
4/2021, vytvorené applety (GeoGebra), separatne pre kazdy typ utvaru v zavislosti od poctu
Stvorcov tak, aby bolo mozné definovat’ farbu Stvorcov. Uzivatel si pri vol'be tiloh vybera z tychto
moznosti, v zavislosti od poZzadovanej naro¢nosti zaddvanej ulohy.

e Kiritérium 2: pocet Stvorcov rdznej farby

V popisovane] tlohe su pouzité dve farby pre Stvorce nachadzajiuce sa v utvare — Cierna
a zIta. Podl'a pomeru poctu Stvorcov roznej farby st tvorené gradované tilohy. Pri tvorbe zadania
ulohy, vyuzitim aplikacie GeoGebra 3D Graphing Calculator, je mozné vopred nadefinovat’ pocet
zltych a pocet Ciernych Stvorcov, ako aj ich konfiguraciu. V zavislosti od tychto kritérii existuje
pomerne efektivna cesta pre tvorbu tloh réznej naro¢nosti. Na obrazku 3 je ukazka pre utvar typu
2x2, kde kazdy Stvorec je identifikovany ako objekt (o1, 02, 03, 04), ktorému je priradena jedna
z dvoch hodnét (0 — Cierna, 1 — zItd). Pozadovanu hodnotu parametra voli a meni sam uZzivatel
zakliknutim prisluchajucej moznosti. Vol'bu poctu a rozmiestnenia Stvorcov v zavislosti od farby
realizuje bud’ ucitel’ alebo Ziak. Tvorba vzoru moze byt nahodna, ale aj vopred naplanovana
s ohl'adom na pocet a konfiguraciu Stvorcov réznej farby. Parameter mdze ucitel’ prezentovat’
napriklad aj pomocou kddovania konkrétnych elementov (o1-1, 02—-1, 03—0, 04-0). Pracujeme
na vysSej urovni abstrakcie v symbolickom mdde, kde kazdému elementu je priradena dana
vstupna hodnota, ktorad znamena vol'bu farby.
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Obrazok 3. Definovanie vstupnych podmienok tllohy — pocet Stvorcov rdznej farby

e Kritérium 3: orientacia osi simernosti

Dal§im kritériom, na zaklade ktorého je mozné tvorit gradované tlohy, je orienticia osi
sumernosti. Na najnizSej urovni narocnosti je vhodné volit' ulohy, kde je os sumernosti
orientovana zvislo, pokracujeme s ilohami s vodorovnou osou simernosti a nakoniec su to tilohy,
kde je potrebné pracovat’ s osou siimernosti umiestnenou ,,§ikmo* (obrazok 4). Ramful, Ho &
Lowrie (2015) uvadzaja, ze v ulohach, kde je os simernosti v inej pozicii ako vertikalnej, ¢i
horizontalnej, moze byt ndpomocna praca so Stvorcovou sietou. V ulohach, kde je os simernosti
orientovana ,,Sikmo*, ziaci Casto vyuzivaju zmenu orientacie polohy osi na vertikdlnu, ktora je
povazovana za najprirodzenejsiu.

Obrazok 4. Gradacia ulohy v zavislosti od orientdcie osi simernosti
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Pri pouziti technologie AR existuje moznost’ vopred definovat’ orientdciu osi simernosti. Pri
praci s vytvorenym appletom, pouzitim aplikacie GeoGebra 3D Graphing Calculator, je mozné
vopred definovat’ aj tento vstupny tdaj uchytenim a otdCanim osi simernosti (obrazok 5).

Obrazok 5. Definovanie vstupnych podmienok tlohy — orientécia osi simernosti

V zavislosti od konkrétne zvolené¢ho kritéria (kritérii) kognitivnej narocnosti sa daju
flexibilne tvorit’ Ulohy s ohladom na troven poznatkov a myslenia cielovej skupiny ziakov.
Technoldgia rozsirenej reality predstavuje v procese tvorby uloh nastroj na definovanie a zmenu
vstupnych podmienok, na zdklade ktorych st generované tlohy prispdsobené konkrétnemu
ziakovi, ¢1 skupine ziakov.

3.2. Technolégia AR v procese rieSenia tlohy

Technoldgia rozsirenej reality ma potencidl nielen pri tvorbe tloh gradovaného charakteru
na zaklade vol'by vstupnych kritérii, ale aj v procese rieSenia ulohy, ako aj pri kontrole a overeni
korektnosti prezentovaného rieSenia. Nastroje vyuzivajuce technologiu rozsirenej reality je
mozné aplikovat’ v kontexte matematickych uloh v troch etapach procesu rieSenia tilohy:

- vstup — tvorba uloh r6znej narocnosti v zavislosti od konkrétneho grada¢ného kritéria,

- proces — proces znazornenia rieSenia, modelovanie procesu tvorby obrazu daného utvaru
v 0sovej simernosti,

- vystup — kontrola, overenie spravnosti rieSenia (vytvoreného obrazu).

Pri tvorbe a rieSeni ulohy je vhodné vytvorit’ priestor na zozndmenie sa s funkcionalitami
appletu, kedy ma uzivatel’ moznost’ skiimat’ princip zadévania a zmeny vstupnych kritérii v tllohe,
meni farbu Stvorcov, ich rozmiestnenie, oboznami sa s ich kodovanim a spoznd moznosti na
zmenu orientdcie osi sumernosti. Pri tvorbe zadania tlohy AR umoznuje ucitelovi efektivne
pripravit’ ulohy r6zneho typu bez toho, aby ich musel vopred editovat’ vo verzii pero-papier. Na
druhej strane je tu aj moznost’ pre Ziaka samostatne si volit’ typ ulohy v zavislosti od jeho
schopnosti, vyberat’ ulohy na rozli¢énych tGrovniach naro¢nosti a flexibilne prechadzat’ k ilohdm
naro¢nejSim, ale aj k jednoduchsim.
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V danom type tlohy, kde ide o vytvorenie obrazu utvaru v osovej simernosti, je technoldgia
AR vyuzitad v zmysle modelovania procesu tvorby obrazu, ktory je prezentovany dynamicky.

Pouzitie AR mé vyznam aj v etape venovanej kontrole spravnosti rieSenia ulohy, kedy
existuje viacero pristupov. Napriklad Ziak ma moznost’ overit' si spravnost’ svojho rieSenia
vytvoreného vo verzii pero-papier a to tak, Ze objekt na mobilnom zariadeni je nasmerovany na
vzor (na papieri), spustenim tlacidla ,,pohyb* je prezentovany proces tvorby obrazu. Ak je

rieSenie spravne, potom vytvoreny obraz (na papieri) je zhodny s obrazom vytvorenom v AR
(obrazok 6).

Il
o

Obrazok 6. Overenie spravnosti rieSenia ilohy pomocou technolégie AR

V pripade, Ze ma ziak problém s modelovanim, zndzornenim obrazu dané¢ho utvaru, tak ma
moznost’ rieSenie modelovat’ vyuzitim AR. Vyhoda AR je v tom, Ze proces je dynamicky, Ziak
vidi, ako je obraz vzoru vytvarany.

4. RozS$irena realita pri rozvoji matematickych schopnosti

Aplikécia rozsirenej reality pri rieSeni matematickych tloh ma potencidl aj z pohl'adu rozvoja
matematickych schopnosti a schopnosti ucit’ sa. Prezentovana uloha méze byt transformovana
na ulohu, ktord je prostriedkom pre rozvijanie kognitivnych schopnosti, ako predpokladu
schopnosti ucit’ sa. Existencia moznosti modifikovat’ troven naro¢nosti Glohy vytvara priestor na
zmenu vnimania tlohy ako na diagnosticky prostriedok posudenia kognitivnych deficitov Ziakov
(Pridavkovéa & Kovalc¢ikova, 2020). Predstavené su navrhy na aplikaciu daného matematického
obsahu s pouzitim technologie rozsirenej reality z pohl'adu rozvoja matematickych schopnosti.

e Ucitel' diktuje postupnost’ ¢isel, napr. 1, 3, 4, predstavujuce kédy polohy Stvorcov, ktoré
budu Zltej farby. Ziak podrzi postupnost’ &isel vo svojej pracovnej pamiti a modeluje objekt,
vzor, ktorého obraz je potrebné vytvorit' v danej osovej sumernosti. ZvySovanim urovne
naroc¢nosti, napriklad z pohl'adu poctu stvorcov, dochédza k rozvoju pracovnej paméti.
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e Jeden ziak (Z1) vytvori vzor na svojom mobilnom zariadeni, ten pretransformuje do kodu,
ktory nadiktuje druhému Zziakovi (Z2). Kéd identifikuje rozmiestnenie Ciernych a Zltych
Stvorcov vo vzore. Z2 modeluje na svojom mobilnom zariadeni vzor na zdklade zadaného
kodu. Nasleduje porovnanie vytvorenych vzorov na mobilnych zariadeniach oboch Ziakov,
ktoré by mali byt identické. Ak st rozdielne, Ziaci medzi sebou diskutuji a hl'adaju priciny
vzniknutych rozdielov, ¢im je vytvoreny priestor na rozvoj schopnosti argumentovat,
analyzovat,, identifikovat’ chyby a ich priciny.

e Jeden Ziak (Z1) vymodeluje vzor na svojom mobilnom zariadeni. Druhy Ziak (Z2) si ho
prezrie, snazi sa zapamadtat’ si ho a vymodelovat’ na svojom zariadeni. V tomto pripade je
rozvijana vizudlna pamit’, ako aj schopnost’ komparacie.

e Vzor je prezentovany v printovej podobe (na papieri, pracovnom liste). Ulohou Ziaka je
modelovat’ dany vzor na mobilnom zariadeni (vizualna pamét’). Modifikacia zadania: dany
je obraz utvaru v printovej verzii, na papieri. Ulohou je vytvorit' na mobilnom zariadeni vzor
dan¢ho utvaru (obrazu) v danej osovej stiimernosti, priCom orientaciu osi simernosti je
mozné menit’ podl'a pozadovanej urovne naro¢nosti.

Existuje mnoho d’alSich pristupov k modifikécii zadania a prace s ulohou prezentovaného
typu. Treba zdoraznit, ze aplikdciou nastrojov vyuzivajucich technologiu rozsirenej reality sa
vytvaraji podmienky pre rozvoj kognitivnych schopnosti nevyhnutnych pre porozumenie
konceptu osova sumernost’. Ako uvadzaji Kovalcikova & Pridavkova (2021) v procese rieSenia
ulohy su stimulované exekutivne funkcie (kognitivna flexibilita, analyticka percepcia, pracovna
pamét, mentalna rotacia), ktoré predstavuji kI'iCovy determinant rozvoja schopnosti ucit’ sa.

5. Zaver

Technoldgia rozsirenej reality (augmented reality - AR) predstavuje edukacny prostriedok
podporujici tvorbu modelov matematickych konceptov a moznosti manipulécie s nimi (Hnatova
& Hnat, 2019c). Vyhody zaradenia nastrojov vyuZivajucich rozSirenu realitu vo vyucovani
vidime v niekol’kych rovinach. Jednou znich je moznost modelovania roéznych typov
reprezentacii daného konceptu, od enaktivnych, cez ikonické az po symbolické (Bruner, 1960).
Vyuzitie enaktivnych modelov v digitalizovanej forme prindsa nova dimenziu v procese ucenia
sa zpohladu skiimania vlastnosti a procesu zndzorfiovaniu Utvaru v osovej sumernosti.
Technolégia AR dopliia, v niektorych pripadoch aj nahradza, edukaéné materialy v printovej
podobe. V prezentovanej ulohe néstroje AR umoziuju efektivne a optimalne pripravit’ ulohy
roznej urovne narocnosti v zavislosti od schopnosti konkrétneho ziaka. V neposlednom rade
implementacia AR do procesu rieSenia tloh na osovl sumernost’ vytvara podmienky pre
rozvijanie priestorovej orientacie, pracovnej paméti, schopnosti analyzovat, argumentovat,
komparovat’, zovSeobeciiovat. Zmysel vyuzivania digitdlnych néstrojov pri rozvijani predstav
o pojme symetria potvrdzuji aj Hoyles & Healy (1997), podla ktorych nastroje tohto typu
predstavuju prostriedok na vnimanie vizudlnych vzt'ahov asymbolickych reprezentacii.
Sktimanie vyuzivajice dostupné digitalne technologie prispieva k obohateniu réznych pristupov
pri uceni sa avyuCovani problematiky priestorovej predstavivosti. Digitalne technologie
poskytujil nové moznosti pre tvorbu reprezentacii, manipulacii a procesov z oblasti geometrie
a vytvara sa tak priestor pre hlbsie konceptualne porozumenie a prepojenie roznych vyznamov
a sposobov zaobchéddzania (Jones & Tzekaki, 2016). Zaradenie nastrojov vyuzivajucich rozsirenti
realitu v edukacnom procese ma aj svoje limity, ako je napriklad moznost’ odmietnutia AR zo
strany ucitelov, potreba zmeny v obsahu a v pristupoch k vyuovaniu matematiky (Hnatova
& Hnat, 2019b).
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Prezentované boli prvotné ndmety navrhov vyuzitia technoldgie rozsirenej reality do
matematickej edukécie na primarnom stupni vzdelavania, konkrétne v tematickej oblasti osovej
simernosti. Sucastou navrhov, vytvaranych vramci projektu KEGA 036PU-4/2021, bude
priprava metodickych podpornych materidlov, ktoré budi postupne zaclenené do vybranych
oblasti pregradudlnej matematickej pripravy buduicich ucitel'ov primarneho stupiia vzdelavania.
Technologia AR mé potencidl pri rozvoji matematickych schopnosti ziakov rdznej urovne
myslenia, predstavuje nastroj na tvorbu uloh gradovanej urovne kognitivnej ndro¢nosti
a poskytuje moznosti pre tispesné rieSenie matematickych problémov roznymi stratégiami. Pracu
s materialmi vyuzivajucimi technoldégiu AR mozno povaZzovat' za jeden z pristupov pre
obohatenie vyucovania v danej problematike.
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Abstrakt

Stadia IEA TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) sa realizuje
pravidelne v Stvorrocnych cykloch od roku 1995 a od roku 2007 sa merani zucastiiuju aj ziaci
4. ro¢nika zékladnych $kol. Slovenska republika participuje na uvedenych meraniach
od pociatku.

Porovnanim vykonov Ziakov v medzinarodnom meradle ziskavaju z(castnené krajiny
informaciu o vysledkoch vlastného vzdelavacieho systému. Zakladnym indikatorom st vykony
ziakov v matematike a v prirodovednych predmetoch, ale aj indikatory kontextu a trendov
vo vzdelavani, ktoré su aktualizované v jednotlivych cykloch merani.

Prispevok je zamerany na analyzu vykonov ziakov 4. rocnika zdékladnej Skoly
z matematiky v kognitivnej oblasti. Cielom prispevku je analyzovat dosiahnuté vysledky
z hl'adiska uplatnenych kognitivnych oblasti a komparovat’ ich s krajinami EU susediacimi so
Slovenskou republikou.

Kracové slova: testovanie TIMSS, kognitivne oblasti, matematicka uloha

ANALYSIS OF ACHIEVEMENT: MATHEMATICS GRADE 4 IN TIMSS
INTERNATIONAL RESULTS IN COGNITIVE DOMAINS

Abstract

The IEA TIMSS study has been carried out regularly in four-year cycles since 1995, and
since 2007, students of the 4th grade of elementary schools also participate in the
measurements. The Slovak Republic has participated in the mentioned measurements since the
beginning.

By comparing the performance of pupils on an international scale, the participating
countries obtain information about the results of their own education system. The basic
indicator is the performance of students in mathematics and science subjects, but also indicators
of the context and trends in education, which are updated in individual measurement cycles.

The paper is focused on the analysis of the performance of 4th grade elementary school
students in mathematics in the cognitive field. The aim of the contribution is to analyze the
achieved results from the point of view of applied cognitive areas and compare them with EU
countries neighboring the Slovak Republic.

Keywords: TIMSS Assessment, cognitive domains, math task
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1. Uvod

Koncepcia matematickych tloh rieSenych v ramci stadie TIMSS je tvorena dvoma oblast’ami
(dimenziami) — obsahovou a poznavacou (kognitivnou). Obsahovu oblast’ vymedzuje ucivo,
ktoré je v ulohe zaradené. V ramci poznavacej oblasti sa rozliSuju kognitivne schopnosti, ktoré
by ziaci mali uplatnit’ pri rieSeni ulohy. Pri merani vykonov Ziakov v matematike su
zohladiiované tri oblasti kognitivnych schopnosti: poznatky, aplikacia a uvazovanie.
V matematickych ulohach rieSenych v ramci Stadie TIMSS autori predpokladajii vyvaZzenost
v zastipeni obsahu uciva aj vo vyuzivani kognitivnych schopnosti ziakov potrebnych pre riesSenie
ulohy. Kazda testovad polozka zaradend v S$tudii je spojend s jednou obsahovou oblast'ou
a s jednym kognitivnym procesom, ktory by mal ziak pocas rieSenia ulohy uplatnit’.

Podl'a stidie TIMSS je v matematike vo 4. ro¢niku zdkladnej Skoly rozdelenie uloh
pre obsahové oblasti a pre oblasti kognitivnych schopnosti nasledovné:

Tabul’ka 1. Rozdelenie uloh podl'a studie TIMSS

Cisla 50 % | Poznatky 40 %
Meranie a geometria 30 % Aplikacia poznatkov 40 %
Data/Udaje 20 % UvaZovanie 20 %

Obsahové zastuipenie uciva v testovych polozkach by malo reSpektovat’ pomerné zastipenie
uciva matematiky v narodnom kurikule v danom ro¢niku zakladnej Skoly.  Analogicky
zastipenie uloh zameranych na vyuzitie kognitivnych schopnosti ziakov pocas rieSenia uloh
mozno povazovat’ za adekvatne vzhI'adom na Specifika vekovych a vyvinovych osobitosti ziakov.

Ulohy patriace do oblasti poznatky (knowing) st tlohami, v ktorych rieSenie zavisi na
matematickych vedomostiach ziakov. Znalost' pojmov, faktov, konceptov a procedur je
predpokladom rie§enia beZnych matematickych problémov. Ulohy zamerané na aplikiciu
poznatkov (applying) zahffiaju najmi rieSenie problémov s vyuzitim tych matematickych
poznatkov, ktoré st Ziakom zndme, alebo ide o naucené postupy. Ulohy patriace do oblasti
uvazovanie (reasoning) vyzaduji od Ziakov schopnost’ systematického a logického myslenia.

Prikladom uloh reprezentujucich rozne kognitivne oblasti su napr. llohy z obsahovej oblasti
Data (Zobrazovanie idajov) zo zbierky uvol'nenych tloh TIMSS 2019 matematika (2021).

Uloha zamerana na kognitivnu oblast’ poznatky (obrazok 1). Ziak pre vyriesenie tejto Gilohy
potrebuje z oblasti poznatkov identifikovat’ v grafe udaje zobrazené na vodorovnej a zvislej osi,
orientovat’ sa v grafe a vybrat’ poZzadovany udaj.

Graf ukazuje hladinu vody v priehrade pocas 10 tyZdiowv.

Hladina vody v priehrade
18
16
14
12
10
8

hladina vody (m)

o N B O

1. 2 3. 4 5 6 7. 8 9. 10
tyzden

Aka bola hladina vody v 8. tyzdni?

odpoved: : m

Obréazok 1. Uloha zamerana na kognitivnu oblast’ poznatky.
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Uloha zamerana na kognitivnu oblast’ aplikacia poznatkov (obrazok 2). Pri rieSeni ulohy
ziaci vyuzivaji predchadzajuce poznatky z tvorby grafu a nauc¢ené postupy aplikuji pri prevode
udajov z tabul’ky do grafu.

) Poudi tieto Gdaje a dokreshi graf,
WV tabulke s hmatnostl Styroch medvedow.

Hmoatnost medvedoy

druh medveda | hmotnost (kg) =
udaty 150 E: 0
panda 200 -‘é a0

T
Elc-r*.‘:ll 250 E 00
hinedy 500 :"':: 00

[=}

E 10

|:| .

|,|§.a'_j- panoa Siery hirvbdy
druh medveda

Obréazok 2. Uloha zamerana na kognitivnu oblast’ aplikacia poznatkov.

Uloha zamerana na kognitivnu oblast’ uvaZovanie (obrazok 3). Na vyrieenie Glohy Ziakom
nestacia poznatky o tvorbe tabul’ky a orientacii v nej, ale potrebuji uplatnit’ aj vyssie kognitivne
schopnosti, hlavne logické myslenie a systematické uvazovanie.

Hmatnesd rvieral Vigrob abrazioovl iebolog hmotnest kaldéha 1o Dverst

rviera | Wmotnost (kg) Dopht obrbzio tabullu presanutim symiboloy. Geparda sme wrob
za Teba

rVierE hmatnost (kg) i

-

L

la-Cepe O

Obrazok 3. Uloha zamerana na kognitivnu oblast’ uvazovanie

Obsahom prispevku nie je analyza jednotlivych testovych poloziek z hl'adiska vysledkov
vykonov ziakov, ale na§im zamerom je porovnanie vykonov Ziakov 4. rocnika zékladnej Skoly
v matematike na Slovensku v jednotlivych roénikoch merani ale aj porovnanie s vykonmi ziakov
v ramci vybranych krajin EU v jednotlivych kognitivnych oblastiach.

Pozornost’ sustredime na vysledky ziakov v krajinach, ktoré geopoliticky patria ku krajindm
susediacim so Slovenskom. Vysledky komparacie predstavuju parcidlne vychodiskd zdmerov
projektu VEGA 1/0631/20.

2. Vysledky slovenskych Ziakov 4. ro¢nika zakladnej Skoly v Studii TIMSS v matematike

V medzinarodnom teste z matematiky v roku 2019 dosiahli Ziaci 4. ro¢nika zakladnych
$kol na Slovensku skore 510 bodov, &o je (podla tlaovej spravy MSVVaS SR z 8.12.2020)
vyznamne lep$i vysledok v porovnani s priemerom skaly TIMSS (500 bodov). Napriek tomu
je vsak tento vysledok vyrazne nizsi, ako je priemer krajin Europskej tinie a krajin OECD.
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Tabul’ka 2. Bodové skore v $tudii TIMSS v roku 2019

priemerna uspesnost’
Priemer krajin OECD 529
Priemer krajin EU 527
Slovenska republika 510
Priemer Skaly TIMSS 500

Pri porovnani vysledkov medzindrodnych merani TIMSS slovenskych Ziakov 4. ro¢nika
v matematike od r. 2007 mozeme konStatovat, ze v roku 2019 dosiahli najvyssiu uroveil. Doslo
k Statisticky vyznamnému zlepSeniu oproti rokom 2015 a 2007 a (rovnako ako v roku 2011)
bol prekroceny priemer skaly TIMSS. Vykon slovenskych ziakov 4. ro¢nika v matematike vSak
bol podobne ako vr. 2019 aj v predchadzajiicich meraniach vyrazne pod priemerom krajin
OECD aj krajin EU.

Tabulka 3. Bodové skore slovenskych ziakov 4. ro¢nika v stadii TIMSS

Cyklus Priemerna uspesnost’ 2015 2011 2007
2019 510 124 3 144
2015 498 X -9 2
2011 507 X X 11
2007 496 X X X

Pri porovnani vysledkov Gspesnosti slovenskych Ziakov 4. ro¢nika v kognitivnych oblastiach

v matematike v ramci testovania TIMSS v rokoch 2007-2019 mdzeme konStatovat’, ze:
¢ najlepsie vysledky v oblasti uvazovania a aplikacie poznatkov dosiahli v r. 2019,

¢ najlepsie vysledky v oblasti poznatkov dosiahli v r. 2011,

e v oblasti poznatkov a ich aplikacii dosiahli v r. 2019 porovnatel'né vysledky s rokom 2011,

o vysledky ziakov v kognitivnej oblasti uvazovanie boli v kazdom roku merania vyssie ako
ich vysledky v kognitivnej oblasti poznatky a aplikacia poznatkov.

Tabul’ka 4. Bodové skore slovenskych ziakov 4. ro¢nika v jednotlivych kognitivnych oblastiach

Kognitivne oblasti skore

2019 2015 2011 2007
Poznatky 502 495 506 498
Aplikacia poznatkov 508 494 505 492
UvaZovanie 522 506 511 499

3. Vysledky slovenskych Ziakov 4. ro¢nika zikladnej Skoly v stadii TIMSS v kognitivnych
oblastiach matematiky v porovnani s vysledkami Ziakov susednych krajin

Respektujiac projektové zdmery sustredime pozornost’ na analyzu vysledkov merani TIMSS
v rokoch 2019, 2015, 2011, 2007 v ,,v statoch stredoeurdopskeho priestoru susediacich so
Slovenskou republikou’ (tab. 5). Porovnanie vysledkov ziakov SR a vysledkov ziakov vo
vybranych krajin uvedieme aj graficky.

Z geopolitického hl'adiska susedi Slovenska republika s piatimi §tatmi — Ceskou republikou,
Pol'skom, Ukrajinou, Mad’arskom a Raktiskom. Merania TIMSS sa okrem Ukrajiny zacastitujii
vietky Staty. Z dovodu absencie Ukrajiny, ale aj vzhl'adom na historické spoluZitie Cechov
a Slovakov v spolo¢nom State, sme do zoznamu porovnavanych krajin zaradili aj Nemecko.

67



Elementary Mathematics Education Journal 2022, Vol. 4, No. 1
ISSN 2694-8133

Usporiadanie krajin v tab. 5 vychadza zo spravy medzinarodnych merani (Mullis, Martin, Foy,
Kelly, Fishbein 2020). Poradie $tatov v tabul’ke je vytvorené podl'a priemernej uspesnosti ziakov
v §tudii TIMSS z r. 2019. V tabul’ke chybaji tidaje z niektorych merani (PolI'sko 2007 a Rakusko
2015), ked’ze $tadie TIMSS neboli v danych krajinach vo 4. roéniku ZS v matematike realizované.

Tabulka 5. Komparacia dosiahnutej tispeSnosti ziakov v stredoeurdpskych krajinach v rokoch
2019, 2015, 2011 a 2007

krajina Rrienvlernz;l poznatky | aplikacia | uvaZovanie
uspesnost

Rakiisko 539 540 538 537
2015 X X X
2011 507 506 513
2007 504 505 516
Cesk4 republika 533 528 531 541
2015 519 528 544
2011 502 512 523
2007 472 493 491
Mad’arsko 523 525 521 522
2015 532 526 529
2011 519 513 514
2007 511 506 510
Nemecko 521 523 514 531
2015 524 515 535
2011 524 528 532
2007 515 530 530
Pol’sko 520 509 521 527
2015 517 541 546
2011 475 480 493
2007 x X X
Slovenska republika 510 502 508 522
2015 495 494 506
2011 506 505 511
2007 498 492 499

(Zdroj: vlastné spracovanie podla Mullis, Martin, Foy, Kelly, Fishbein 2020)

Pri porovnani vysledkov tspesnosti Ziakov Statov (tab. 5) vr. 2019 v ramci kognitivnych
oblasti, sme zistili, ze poradie Statov by zostalo zachované iba v oblasti poznatky. V oblasti
aplikécia poznatkov by Pol’'sko predbehlo Nemecko a v oblasti uvazovanie by sa poradie Statov
zmenilo a bolo by nasledujice: Ceska republika — Rakiisko — Nemecko — Pol'sko. Mad’arsko
a Slovensko by s dosiahnutou rovnakou trovitou obsadili v tejto skupine Statov posledné miesto.

Z hladiska uspesnosti vyuZzivania ktorejkol'vek kognitivnej oblasti dosahuju slovenski Ziaci

Zaujima nas, aké vysledky dosiahli slovenski Ziaci v porovnani so ziakmi 'ubovolného Statu
v kontexte historie merani. Pre tento ucel udaje z tabulky predkladame v grafickej podobe.
Poradie grafov kopiruje poradie priemernej uspesnosti ziakov podla tab. 5, ale skiima uspeSnost’
podl’a jednotlivych kognitivnych oblasti.

V meraniach vroku 2007 a2011 boli rakaski Zziaci vyznamne uspesSnej$i v oblasti
uvazovania ako v oblasti poznatkov a ich aplikacie podobne ako slovenski Ziaci. Z grafu 1 je
evidentné, Ze rakuski ziaci dosiahli v poslednom merani zlepSenie vo vSetkych kognitivnych
oblastiach, pricom vyznamny posun nastal najma v oblasti poznatkov a aplikacie poznatkov.

68



Elementary Mathematics Education Journal 2022, Vol. 4, No. 1
ISSN 2694-8133

porovnanie AT - SK
540

530

520 /

510
500 /

490

2007 2011 2019

e AT-poznatky sss=SK-poznatky SK-aplik s AT-yya7 es—SK-uvai AT-aplik

Graf 1. Vyvoj uspesSnosti rakuskych a slovenskych ziakov v rokoch 2007, 2011 a 2019

Uspesnost’ riesenia tlloh ¢eskych Ziakov v kognitivnych oblastiach stapala od roku 2007 az
po rok 2019. Mierny pokles nastal (oprotir. 2015) iba v oblasti uvazovania. Napriek tomu je vSak
Ceska republika v tejto oblasti na 1. mieste v ramci sledovanych stredoeurépskych statov.

Kym prvé meranie vr.2007 ukéazalo, Ze slovenski Zziaci boli vyrazne lepsi v oblasti
poznatkov oproti ¢eskym ziakom a dosahovali vyrovnanu uspesnost’ v ostatnych kognitivnych
oblastiach, v merani vr. 2019 (graf 2) je evidentny vyrazny posun Ceskych ziakov oproti
slovenskym vo vSetkych kognitivnych oblastiach.
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Graf 2. Vyvoj uspesnosti ¢eskych a slovenskych ziakov v rokoch 2007, 2011, 2015 a 2019

Vv

Urovent poznatkov je umadarskych Ziakov vzdy najvys§ia (graf 3). Najnizsiu tGroven
dosahuju v aplikacii poznatkov. Od r. 2007 do r. 2015 sa uroveit mad’arskych ziakov zlepSovala
vo vsetkych kognitivnych oblastiach.
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Graf 3. Vyvoj GspeSnosti mad’arskych a slovenskych Ziakov v rokoch 2007, 2011, 2015 a 2019
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V poslednom merani (graf 3) nastal pokles oproti r. 2015. Uroveti ispesnosti slovenskych
ziakov nekopiruje uroven uspesnosti mad’arskych ziakov v jednotlivych meraniach, ale v merani
v 1. 2019 st vysledky v oblasti uvaZzovania u ziakov oboch krajin rovnaké.

porovnanie DE - SK
550
540
530

520 ______.--"—' e
510 e

500 /

490

480
470

2007 2011 2015 2019

s DE-poznatky SK-poznatky SK-aplik s DE-uvaZ se=SK-uvaz DE- aplik

Graf 4. Vyvoj tspesnosti nemeckych a slovenskych ziakov v rokoch 2007, 2011, 2015 a 2019

Vysledky uspesnosti nemeckych ziakov v kognitivnych oblastiach poznatky a uvaZovanie
dosahuju v jednotlivych meraniach vyrovnant uroven (graf 4). Vyrazny pokles nastal v oblasti
aplikacie poznatkov, kym u slovenskych Ziakov to bolo naopak. Ziaci oboch krajin dosahujii
niz§iu uroven uspesnosti v oblasti poznatkov ako v oblasti uvazovanie.
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Graf 5. Vyvoj uspesnosti pol'skych a slovenskych ziakov v rokoch 2011, 2015 a 2019

Vo vsetkych meraniach sa ukazalo, ze uspesnost’ pol'skych aj slovenskych ziakov bola v oblasti
poznatkov niZ$ia ako v oblasti uvazovania. V r. 2011 bola Gspesnost’ pol'skych ziakov vo vSetkych
kognitivnych oblastiach Statisticky vyznamne nizsia ako uspesnost’ slovenskych ziakov (graf 5).
Vr. 2015 zaznamenali pol'ski Ziaci Statisticky vyznamny ndrast vo vSetkych sledovanych
kognitivnych oblastiach, kym u slovenskych ziakov nastal pokles. V r. 2019 sa situacia zmenila
(narast tispesnosti slovenskych Ziakov a pokles uspesnosti pol'skych ziakov oproti r. 2015). Napriek
tomu su pol’ski ziaci v jednotlivych kognitivnych oblastiach uspesnejsi ako slovenski Ziaci.

4. Zaver

Na zéklade porovnania Uspesnosti ziakov 4. ro¢nika zdkladnej Skoly v medzindrodnom
testovani TIMSS z matematiky na Slovensku (r. 2007 — r. 2019) v kognitivnej oblasti sme
ocakavali, ze slovenski ziaci dosiahnu (naj)vysSiu Urovenn v oblasti poznatkov a (naj)nizsiu
uroven v oblasti uvazovania. Predpokladali sme to vzhl'adom na profil absolventa primarneho
vzdeldvania v matematike uvedeny vo vzdelavacich Standardoch z matematiky v prisluSnych
kurikularnych dokumentoch, ale aj preto, Ze v kognitivnej psycholégii v ramci taxondémie
poznavacich funkcii je uroven poznatkov nizsia ako uroven uvazovania.
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Nase predpoklady sa nenaplnili, ¢o moze byt ovplyvnené (okrem indikatorov uvedenych
v sprave TIMSS 2019) aj osobnost'ou ucitel’a a jeho pristupom k vyucbe matematiky, u¢ebnymi
zdrojmi, alebo koncentrovanou pripravou Ziakov na rieSenie uloh zadavanych v narodnych
a medzinarodnych meraniach.

Napriek tomu, Ze Uroven, ktord dosiahli slovenski Ziaci v r. 2019 bola najvysSia (oproti
ostatnym ro¢nikom), je nizsia ako v susednych krajinach. Slovenski ziaci 4. ro¢nika dosiahli
v porovnani s ostatnymi krajinami najniz$iu urovenl v kognitivnych oblastiach poznatky a ich
aplikacia a v oblasti uvazovanie dosiahli uroven porovnatel'ni s Mad’arskom, ale nizsiu, ako bola
uroven uspesnosti rieSenia v ostatnych sledovanych krajinach.

Vsetky susedné krajiny dosahuju vyssiu uspesnost’ v jednotlivych kognitivnych oblastiach
ako Ziaci na Slovensku. Rast tirovne uspesnosti rieSenia uloh v Rakusku a Ceskej republike je
stipajici. V Nemecku je troven uspesnosti dosiahnuta v jednotlivych ro¢nikoch vyrovnana (ale
vysSia ako na Slovensku). V Pol'sku a Mad’arsku nastal narast Girovne uspesnosti vo vSetkych
troch kognitivnych oblastiach v roku 2015, ale pokles v roku 2019.

Komparativna analyza bude podkladom pre d’alSie parcidlne vystupy suvisiace s plnenim
zamerov projektu VEGA 1/0631/20.
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