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Abstrakt

V ¢lanku je predstaven nastroj, jehoz diagnosticky potencial byl vyuzit ke zkoumani
aritmetickych kognitivnich i metakognitivnich schopnosti zaki 4. ro¢. ZS pii online vyuce
v r.2020/2021. Nastrojem je série gradovanych uloh z prosttedi S¢itaci trojuhelniky. Podrobné
jsou popsany parametry gradace uloh a vzhledem k nim byla provedena analyza zdkovskych
feSeni. Pozornost byla vénovana zakovskym chybam, popisu jejich charakteru a na spekulativni
urovni byla odhalovana jejich pficina.

Vysledky analyz v ramci tfidy i v rdmci riznych soubord uloh byly komparovany.
Jednotliva zji$téni jsou podkladem pro naslednou praci s danym zdkem tak, aby se efektivné
rozvijel, pfekonal pfi¢iny chyby, miskoncepce, epistemologické piekazky. Je poukazano na
moznosti vyuziti ziskaného materidlu 1 v pregradudlni piipravé budoucich ucitelt
elementaristi.

Kli¢ova slova: scitaci trojuhelniky, online vyuka, grada¢ni parametry uloh, analyza
zakovskych feSeni, prace s chybou, s¢itani, od¢itani, symetrie, algebrogram, zobeciovani

DIAGNOSTIC POTENTIAL OF TASKS OF ENVIRONMENTS OF
ADDITION TRIANGLES IN ONLINE EDUCATION

Abstract

The article presents a tool whose diagnostic potential was used to investigate the arithmetic
cognitive and metacognitive abilities of 4 grade pupils in online teaching in 2020/2021. The
tool is a series of graded tasks from the didactical environment Additive Triangles. The
parameters of task gradation are described in detail. Due to them an analysis of pupils” solutions
was done. Attention was paid to the pupil's mistakes, the description of its character and its
cause was revealed on a speculative level.

The results of the analyses were compared. The findings enabled to set tasks for follow up
work with the pupil so that he/she can develop effectively or helped to formulate a re-education
process to overcome the cause of mistake, misconception, epistemological obstacles. The
possibilities of how to use the acquired material in the undergraduate training of prospective
elementarists are pointed out.

Keywords: additive triangles, online teaching, parameters of graded tasks, analysis of pupils’
solutions, work with mistake, addition, subtraction, symmetry, algebrogram, generalization
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1. Uvod

Ucitel, ktery usiluje o rozvoj kazdého jednoho zaka do jeho maximalni Grovné v riznych
smérech — kognitivnich, metakognitivnich, osobnostnich, peclivé planuje své vyukové hodiny,
formuluje cile, strukturu, obsah, formy atd. Pro kvalitni vyuku je kli¢ové, aby si ucitel stanovil
cile, a to jak kratkodobé, tak i dlouhodobé a vzhledem k nim naplanoval, jaké dukazy o uceni
jednotlivych zakt v pribéhu hodiny mtize ofekavat. Mluvime o vyufovani zalozeném na
dukazech (evidence based teaching). Pro ucitele je tento koncept detailn€ rozpracovan a teorii
argumentovan napft. v publikaci Pettyho (2009). Ucitel pti vyuce zaky prubézné diagnostikuje,
diagnostikuje jak jejich myslenkové procesy, tak jejich procesy uceni. Tim se prace ucitele
nikdy nestane pouhou rutinou, kazdy zak je jedine¢ny, s individuadlnimi potfebami i zpiisobem
uceni se. Pozadavek na respektovani rtiznosti zak, jejich individualnich potieb a jejich prava
na to byt vzdélavani v ptiznivém klimatu (Keller-Schneider, 2020) je silny zejména na ucitele
primarniho i preprimarniho vzdélavani. Proto je pribézna diagnostika zaka pro uditele vzdy
velkou vyzvou. J. Hoth et al. (Hoth et al., 2016) poukazuji na zna¢nou rtiznost v tom, jak ucitelé
pracuji s diagnostickymi tilohami a jak na diagnostiku nahliZeji. V souladu s autory Hoth, et al.
(2016) budeme ucitelovy schopnosti diagnostikovat své zaky vnimat jako schopnost odhalit
apopsat jevy uceni, odhalit zdkovy prekoncepty, odhalit a popsat jeho obtiZe, odhadnout pficiny
obtizi, popsat dosazenou kognitivni uroven zaka v daném Case a v dané oblasti a schopnost
navrhnout nasledny edukacni ¢i reedukacni proces v zéné Zzakova nejbliz§itho vyvoje
(Vygotskij, 1970). V prezencni vyuce do procesu diagnostiky vstupuje zakovo chovani, jak
matematické, tak socialni. Diagnostika zaki v online vyuce je ochuzena o mnoho parametrii
zakova chovani, ucitel nevidi zdkovu hru téla, gesta a mimiku a komunikaci se spoluzdkem,

V naSem vyzkumu jsme ovéftili, ze série obtiznostné gradovanych uloh miize byt pro ucitele
dobry néstroj diagnostiky zejména pfi online vyuce. VyuZili jsme naSe znalosti a zkuSenosti
S jednim didaktickym matematickym prostiedim, sCitaci trojuhelniky, a rozpracovali zde sérii
obtiznostné gradovanych tloh. Podrobné¢ jsme popsali grada¢ni parametry.

Pojem didaktické matematické prostfedi, nebo téz v Ceském didaktickém prostredi
pouzivany termin podnétné vyukové prostiedi (substantial learning environment) piinesl do
didaktiky matematiky némecky badatel E. Wittmann (2001), ktery navdzal na mysSlenky
0 procesu uceni Deweye (1938), Piageta (2010), Freudenthala (1991). Wittmann zejména
pozadoval, aby zaci méli moznost feSenim uloh v daném prostfedi odhalovat zakonitosti
a klicové matematické pojmy.

M. Hejny pojem didaktické matematické prostiedi precizoval a formuloval 4 kritéria
(Hejny, 2014, s. 13). Z nich zminime tfi, kterd jsou dilezitd pro nase cile: lohy v daném
prostiedi 1ze formulovat tak, aby byly pfiméfené danym Zdkiim, maji nastavitelnou obtiZnost
abyly vyuzitelné¢ dlouhodobé. Tedy aby bylo mozné nastavit obtiznost uloh od velice
jednoduchych pro nejmladsi zZaky, ¢i nejméné zdatné zaky, aZ po znacné naro¢né pro Zaky starsi
¢1 matematicky zdatné. Tedy lze formulovat naptiklad do jedné vyucovaci hodiny ulohy tak,
aby na n¢ dosahli Z4ci sice jedné tfidy, ale Sirokého spektra kognitivnich schopnosti.

2. Sditaci trojuhelniky

Ulohy, které jsou rozpracovany do podoby celého didaktického matematického prostiedi
S¢itaci trojuhelniky, jsou inspirovany ulohami typu ¢iselna zed” (number wall) z publikace
(Wittmann & Miiller, 1990). Pro svou grafickou podobu jsou téz ¢asto na riznych mistech
pouzivany® s ndzvem pyramidy &i hrozny.

L https://sites.google.com/site/funproblemsolving/mathclub-problems/number-wall
https://www.youtube.com/watch?v=-kyV0ai_oGU
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Sc¢itacim trojuhelnikem rozumime ciselnou strukturu zapsanou v grafice uvedené na
obrazcich 1. a 2. Podle poctu oken v horni fddce budeme mluvit o trojuhelnicich 3., 4., ...
n-tého fadu, nebo téz trojuhelnicich tfiaroviiovych, resp. Cytiaroviiovych.

a b c d
a b c
e f g
d e h :
f j
Obrazek 1. Trojuhelnik 3. fadu Obrazek 2. Trojuhelnik 4. fadu

Pro nasi dalsi potfebu oznaéime ¢isla v jednotlivych oknech obecné pomoci 6 pismen a, b,
c, d, e, f pro trojuhelnik 3. fadu, pfipadné¢ pomoci 10 pismen a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, j pro
trojuhelnik 4. fadu. Strukturu ¢isel vytvari tyto zdkladni vztahy: soucet dvou ¢isel umisténych
do poli vedle sebe je zapsan pod nimi, napi. na obrazku 1. je a + b = d. Takové trojice jsou
Vv trojuhelniku na obrazku 1. tfi a na obrazku 2. jich najdeme Sest. O dalSich vazbach v této
struktufe se zminime niZe.

Pii didaktickém vyuziti séitacich trojuhelnikd v matematice je samoziejmé vhodné
s nejmensimi zaky zacinat s trojuhelniky 2. tadu. V nasem experimentu jsme pracovali
S trojuhelniky 3. a 4. fadu.

Vhodny zpiisob, jak tvofit konkrétni ulohy, je zacit doplnénym trojuhelnikem a z ngj
vymazat &isla z nékterych poliek. Resit Gilohu pak znamena do prazdnych poliéek doplnit &isla
tak, aby platily dané zakladni vazby. Je ziejmé, Ze uloha je jednoznacné feSitelna, pokud budou
prazdna 1-3 policka u trojihelniku 3. fadu, 1-n poli¢ek u trojuhelniku n-tého fadu.

Dale se budeme vénovat trojuhelnikiim 3. fadu. Pro ulohy budeme rozliSovat ¢tyti odlisné
situace: je zadana skupina Cisel, ktera

® nejsou na sob¢ zavisla (tj. nelze nékteré z nich dopoditat z ostatnich, napt. ¢isla a, b, d
jsou na sobé& zavisla, nebot’ a + b = d) a jejich pocet je takovy, Ze tloha je jednoznaéné
fesitelna. Takova skupina se nazyva bazi trojihelnika (Hejny, Hejna, 1998; Zakova,
2009). Didakticky se jedna o zakladni typ uloh.

e nejsou na sob¢ zavisla (tj. nelze n€které dopocitat z jinych dosazenim do trojihelnika)
a jejich pocet je mensi, nez je pocet prvku baze a uloha ma tak vice nebo nekonecné
systém feSeni, tedy ulohy mohou vést ke zobecnéni néjakého vztahu mezi Cisly ve
struktufe, ptipadné pracuje s dopliiujicimi podminkami.

® jSOu na sobé zavisla, ale lze z nich vybrat rizné baze, tzn. pocet zadanych prvka je vetsi
nez pocet prvki baze. Didakticky se jedna zejména o tlohy, kdy se Zak mize sam ujistit
0 spravnosti vypoctu, tedy je Ize vyuzit i v reedukacnich postupech.

e jsou na sob¢ zavisla, ale nelze z nich vybrat bazi (napf. trojice a, b, d). Takova tloha ma

wevr

praci se zadanim ulohy, napf. zvolit ctvrty prvek tak, aby feSeni tlohy splnilo jistou
zadanou podminku.

Grada¢nimi parametry tloh jsou: A. pocet zadanych cisel (viz vySe), B. pozice zadanych
¢isel, C. ¢iselny obor zadanych ¢isel.
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3. Gradaéni parametry tloh s jednozna¢nym reSenim

Dale se budeme vénovat jen tloham, kdy je zadana baze trojuhelnika 3. fadu a budeme
uvazovat gradacni parametr B. Uvedeme jednotlivé ptipady v takovém potadi, které podle
nasich kritérii stupiiuje obtiznost. Ale o tom, jak je dana loha pro konkrétniho zéka obtizna,
rozhoduje saim dany zak. U kazdého to muze byt nastaveno jinak.

1. Nejjednodussi ulohou je zadani baze a, b, ¢ . Zde je mozno snadno dopocitatd = a + b,
e=b+c, f=d+e. PiifeSeni je potieba pouzit tiikrat operaci s¢itani a feSeni probiha
jednim smérem v trojuhelniku.

2. Obtizng&jsi ulohou je zadani baze a, b, e (resp. symetrické baze b, ¢, d). Zde je mozné
dopocitatc=e—b,d=a+b, f=d + e. Obdobnou troven gradace ma zadani baze a, C,
d, resp. symetricky a, c, e, kdy stejnym zptisobem pocitame b a dal$i neznama ¢isla. Pfi
fedeni je potieba pouzit dvakrat operaci s¢itani a jednou operaci od¢itani. Reseni tedy
neprobiha jednim smérem v trojuhelniku.

provést jednou sc¢itani a dvakrat od¢itani (f=d+e,b=d—-a,c=e-b).
4. Dalsi je zadani baze a, d, f ptipadné dalSich kombinaci, kdy je potieba provést tiikrat
operaci od¢itani (b=d—-a,e=f-d,c=e-Dh).
5. Zajimavé je jesté zadani baze a, c, f. Zde neni ihned patrné, jaky vypocet je potieba
provést. Zak, ktery nezna vazbu mezi t€émito zadanymi ¢isly trojahelniku (f=a+2b+c),
bude nejspise fesit metodou pokus - ovéfeni - korekce (Eisenmann a kol., 2015, s. 540).
Kromé¢ zakladnich vazeb, kterych se vyuziva v bodech 1-4, Hejny v (Hejny, Hejna, 1998)
uvadi i vazby odvozené, napf. tu v bod¢ 5. nebo vazbua + e =c + d, a+ e =f—b. Prostiedi
tak krom¢ rozvoje kalkulativnich dovednosti nabizi téZz piilezitost k rozvoji schopnosti
zobecnovat a odhalovat zakonitosti dané struktury cisel.

4. Metodologie

Subjekty naseho vyzkumu byli Z4ci a jejich tfidni ugitel jedné tiidy 4. roéniku na ZS Zdeiika
Skarvady v Ostravé — Porubg. Poget zakil, ktefi se vyzkumu uéastnili, byl 20. Vyzkumna data
byla sbirana v prvnim pololeti Skolniho roku 2020/21. Vyzkum je soucasti projektu Inovace
SVP ve skolnich druzinach a diferenciace vyuky matematiky na 1. stupni ZS v Operaénim
programu Vyzkum, vyvoj a vzdéldvani. Resitelem projektu je spoleénost H-mat, 0.p.s. a prvni
autorka ¢lanku je ¢lenkou feSitelského tymu. Doba feSeni projektu je r. 2020-2022.

Nastrojem naseho vyzkumu byl jeden z ukolt feSenych v projektu: Tridni ucitel nasi tidy
obdrzel podrobny popis didaktického prostiedi Scitaci trojuhelniky s typovymi ulohami
usporadanymi do gradovanych sérii a doplnénymi didaktickymi komentari, které pribézné
vyuzival ve vyuce. Na zaklad¢ vlastnich zkuSenosti se zaky sestavil sérii gradovanych tuloh tak,
aby ocekavana doba feSeni neptesahla 40 minut. Toto byl prvni materiadl nasi vyzkumné
databaze. Tuto sérii uloh zadal zakiim k feeni p¥i online vyuce. Zdkovska feseni a fesitelské
strategie pak analyzoval. Na zaklad¢ vysledkt analyz, odhalenych problému a chyb navrhnul
nasledné ulohy, které plnily reedukaéni roli. Zaci fesili ulohy samostatng, ucitel se ujal role
experimentatora, Zaky jen pozoroval, ale nevstupoval do pribéhu jejich feSeni. Vysledna feSeni
zaci online ptedali uciteli.

Databazi naseho vyzkumu tvofi jiz zminéna ucitelem sestavena série uloh péti typi s jeho
pisemnymi komentati a Zakovska feSeni série loh. Komentare uvadime pro kazdou nésledujici
ulohu.
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Uloha 1: Dopli schazejici &isla.
11 1.2 1.3 1.4 15

(s lslal lefel | L Tofr] [ef faf [ [s]| |
13 15 10 12 | 6

Podle ucitele je gradacnim parametrem pozice zadanych ¢isel, ktera urcuje, jakou operaci
je nutno provést a popiipadé urCuje i poradi operaci. V uloze 1.1 je zadana nejjednodussi baze
a, b, c a je potieba provést tiikrat operaci s¢itani. Ulohy 1.2 a 1.3 maji symetrické baze a, b, e —b,

vvvvvv
vvvvvv

vvvvvv

Uloha 2: Dopli schazejici &isla.
2.1 2.2 2.3 2.4

12 | 16 12 | 16 12 | 16 12 | 16

Ucitel tuto tilohu zaradil s cilem diagnostikovat zakovo porozuméni rozkladu ¢isel, zakovu
schopnost systemati¢nosti feSeni, schopnost zobeciiovani feSeni a objevovani vztahu mezi
prvky trojuhelniku. Pfesto, Ze existuje vice feSeni (v oboru celych ¢isel nekonecné mnoho),
nabidl jen ¢tyfi trojuhelniky s cilem diagnostikovat potiebu zaka nachazet dalsi, pfipadné
vSechny feSeni, 1 kdyZ k tomu neni vyzvan.

Uloha 3: Dopli schazejici &isla.

3.1 3.2 3.3

ls] [2] | L 2] [3] L1 2] |

6 |13 13| 6 18 35
| e
|

Ucitel zadal trojuhelniky 3.1 a 3.2 symetricky. To mu umozZnilo diagnostikovat
metakognitivni schopnost zdka vyuZzivat symetrického zadani pro symetrické feSeni. Ptidal

vvvvvv

vzhledem k pozici zadanych cisel i jejich hodnoté. V této uloze se tedy objevuji vSechny typy
grada¢nich parametrti, které jsme popsali v teoretickém tvodu.

Uloha 4: Dopli schazejici &isla.
4.1 4.2 4.3 4.4

Lel | T | L1 [ Tef [ fas]l [ | [ ] [u3] |
21

19 19

] | 41 |67 67
73 124 124
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Ucitel opét zadal ulohy 4.1 a 4.2 symetricky, aby porovnal diagnostiku z uloh 3.1 a 3.2.

o 24

vvvvvv

Uloha 5: Vyies algebrogramy.
5.1 5.2

AlA|A]|A E F A Cc

V ucitelové zadani tloh jsme identifikovali diagnostické jevy, které v odstavci 5 detailné
analyzujeme. Jevy jsme rozdélili do dvou tfid: 1. jevy souvisejici se zadanim ulohy, 2. jevy
souvisejici s zdkovskym fesenim.

1. Uroven trojuhelnikii, Hodnota &isel, Vice feeni, Symetrie, Algebrogram
2. Strategie feSeni ulohy a + b = ¢, Symetrie, Systemati¢nost, Zobecnovani

Vzhledem k témto jeviim byla vedena jevova a ndsledné komparativni analyza zdkovskych
feseni. V ramci kazdého jevu jsme sledovali:

1) zda Zak chybuje a pokud ano, co je pii¢inou,
2) tesitelskou strategii.

Pro analyzu jsme pouzili tabulky, pro kazdy jev samostatnou tabulku. Tabulka 1 ilustruje
evidenci jevu systemati¢nost v zakovskych fesenich. V prvnim sloupci uvadime kod experimentu
a zaka (01-03 znamena experiment 01, zak 03). V nasledujicich sloupcich uvadime ¢isla tloh, ve
kterych se jev vyskytl (zde ulohy 2 a 5.2). Tyto sloupce jsou pro jednotlivé ulohy rozdéleny na
nékolik sloupct podle potieby. Zde obé ulohy se déli na dva sloupce: ,,chyby* (chybuje — popis
chyby, nechybuje 0) a ,,strategie® (popis strategie bud’ konkrétn¢, nebo ano/ne ve vztahu ke
sledovanému jevu ve smyslu ,,pouziva‘“/,,nepouziva“, nebo N — nelze zjistit). Pokud zak ulohu
nefesil, uvadime x. V tloze 5.2 jsme sledovali strategie nalezeni dalSich feSeni, tedy pokud Zak
naSel jen 1 nebo Zadné feSeni, neni strategie dale popisovana.

Tabulka 1: [lustrace zaznamu dat

Uloha 2 Uloha 5.2
chyby | strategie chyby strategie
zatina rozkladem ¢isla 12 na 6 a 6, dale nema
01-01 0 zadny viditelny systém 0 jen 1 feSeni
ANO - zacina rozkladem ¢isla 12 na 6 a 6, nenasel zadné
01-02 0 pak pouzije symetrické rozklady 7a5,5a7 feSeni 0 feSeni
zalina rozkladem ¢isla 12 na 3 a 9, nema nenasel zadné
01-03 0 zadny viditelny systém feSeni 0 feSeni
rozklad ¢isla na 6 a 6 ma az druhy, jinak nenasel zadné
01-04 0 viditelny systém neni feSeni 0 feSeni
zacina rozkladem 16 na 8 a 8 (tedy zprava),
pokracuje 9 a 7, ale dale nema viditelny
01-05 0 systém (ocekavali bychom 10, 6 atd.) 0 jen 1 feSeni
pouziva oba mozné rozklady: 12 na 6 a 6, 16
01-06 na 8 a 8 (vSiml si toho od 2. ulohy), dalsi
atd. 0 viditelny systém nema 0 jen 1 feSeni
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5. Vysledky

Zakovska feSeni jsme analyzovali podle jednotlivych diagnostickych jevii popsanych
v Metodologii. Zpracovavame slovng, tabelarné a tam, kde to ma smysl, ilustrujeme ukazkou
zakovskych praci (autorem dopisovanych pozndmek k feseni je ucitel).

Uroven trojuhelnikti se na usp&Snosti feSeni projevila (tabulka 2). V t¥iuroviiovych
trojthelnicich (tlohy 1-2) nechyboval nikdo, ve ¢tyfaroviiovych trojuhelnicich (alohy 3-5) 10
zaku, tj. 50 %. Chyby se vyskytly ve vSech ulohach 3-5 s vyjimkou uloh 3.1, 4.1 a 4.2. Z toho
Ize usoudit, ze ¢tyfaroviiovy trojuhelnik niz§i obtiznosti (umisténi ¢isel 4.1 a 4.2) problém neni.
Chybovost se zvySuje u ¢tyfuroviiového trojuhelniku s vys$si obtiznosti (umisténi Cisel 3.3, 4.3
a 4.4.). Dva zaci chybovali v loze 3.2 piesto, ze symetrickou tilohu 3.1 méli bez chyby (obr.
2). Zde za pticinu chyby povazujeme neznamou pozici levého horniho ¢isla v 3.2 na rozdil od
znamé pozice téhoz Cisla v 3.1. Vysledky ukazuji, ze ¢tyfem zakim vys$si troven trojihelniku
potize ¢ini (zaci 11, 12, 18, 20), deseti zaktiim necini (01-08, 17, 19) a u Sesti zaku nelze urcit
(9, 10, 13-16), protoze se u nich vyskytuji jak spravné, tak chybné vysledky uloh srovnatelné
obtiznosti.

Tabulka 2: Urovei trojuhelniki, vysledky zak

Ulohy 1, 2| Ulohy3-5 | potize Ulohy 1,2 | Ulohy3-5 potizZe
7ak chyby chyby 7k chyby chyby
01-01 0 0 ne 01-11 0 4.2 ano
01-02 0 0 ne 01-12 0 3.3.,4.3.,4.4. ano
01-03 0 0 ne 01-13 0 3.2,33 ?
01-04 0 0 ne 01-14 0 3.3. ?
01-05 0 0 ne 01-15 0 3.3. ?
01-06 0 0 ne 01-16 0 3.2 ?
01-07 0 0 ne 01-17 0 0 ne
01-08 0 0 ne 01-18 0 3.3,43,4.4. ano
01-09 0 3.3,34 ? 01-19 0 0 ne
01-10 0 3.2 ? 01-20 0 3.3.,4.3.,4.4. ano

Obrazek 2: Chybna feSeni symetrického trojuhelnika 3.2

Hodnota &isel se na Gisp&$nosti feseni projevila (tabulka 3). Zaci 01-08, 17 a 19 nechybuji
viibec, zak 16 sice ano, ale chyba nesouvisi s hodnotou cisel. Z4ci 09, 12, 14, 15,20 s vyS$Simi
hodnotami &isel chybuji, a to z riznych p¥icin. Ctyfi Zaci chybuji pii s¢itani (vidime chyby,
piepisovani Cisel), jeden zak (12) v dopocitavani. U dvou zaka (10, 11) nelze zjistit, zda je
chyba zptisobena hodnotou ¢isel, nebot’ chybuji i u ¢isel nizsich hodnot. P¥i¢inou chyby mutize
byt problém v oblasti poruchy pozornosti, pfip. dysgrafie (zdk 10 namisto 19 piSe 9, namisto
22 pise 25 (obr. 3), zak 11 chybuje jen v nizkych hodnotach, napt. 2 + 7 = 12, 7 + 6 = 11,
15 + 3 = 18, ale ve vysSich hodnotach kalkulativni chyby nedéla).
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Tabulka 3: Hodnota ¢isel, vysledky zakt

chyby

01-01 0 ne
01-02 0 ne
01-03 0 ne
01-04 0 ne
01-05 0 ne
01-06 0 ne
01-07 0 ne
01-08 0 ne
01-09 ? ano
01-10 3.2. N

Obrazek 3: Dysgrafie jako mozna p
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chyby

01-11 1.3.,3.1.a4.2. ?
01-12 3.2,43,4.4 ano
01-13 3.1,32.,3.3 ano
01-14 3.3 ano
01-15 3.3. ano
01-16 3.2. ne
01-17 0 ne
01-18 3.3.,4.3.,4.4. ano
01-19 0 ne
01-20 3.3.,4.3.,4.4. ano
2|2 |5\ @

[4 1z |20 421

52 |

Mrwe

ficina chyby

L

3l

Dale nas zajimala strategie, kterou zaci pouzili pfi feSeni tlohy a + b = ¢, kde jsou znamy
jeden s¢itanec a soucet (&, ¢, nebo b, ¢) a druhy sc¢itanec se hleda. Zajimalo nas, jakou operaci
zde Zaci pouziji, zda dopocitavani, nebo zda pouziji od¢itani jako inverzni operaci ke s¢itani
(b=c—a, resp. a = ¢ — b). Tento jev jsme sledovali v Glohach 1, 3, 4. PouZitou strategii u
jednotlivych zaki nam sdélil tiidni uditel, ktery ji identifikoval v pfimém pozorovani zéka,
ptipadné dotazovanim. Dopo¢itavani znac¢ime v tabulce 4 pismenem D, od¢itani O. Vidime, Ze
zaci pouzivaji konzistentné jednu strategii ve vSech ulohach, tedy Ze jejich volba strategie neni
zavisla na tom, ktery s¢itanec je neznamy, ani na hodnoté ¢isel. Odecita 15 zakt (01 — 07, 10,
13-17,19-20), tj. 75 %. Zbytek zakl dopocitava. Ucitel vnima dopocitavani jako neefektivni
strategii ve 4. ro¢niku a po celou dobu vyuky vede zaky k od¢itani. Vazba mezi chybovosti a
volbou strategie se v experimentu neprojevuje.

Tabulka 4: Strategie feSeni tloh a + b = ¢, vysledky zaku, O — odecita, D — dopocitava

Uloha 1 Uloha 3 Uloha 4 Uloha 1 Uloha 3 Uloha 4
chyby | strategie | chyby |strategie| chyby | strategie chyby | strategie | chyby | strategie | chyby | strategie
01-01 0 0 0 0 0 O 01-11 | 1.3. D 3.1. D 4.2. D
01-02 | O O 0 O 0 O 01-12 | 0O D 3.3. D 143,44, D
3.1.,3.2,
01-03 | O O 0 O 0 O 01-13| 0O @) 3.3 O 0 O
01-04| O 0 0 0 0 (6] 01-14| O 0 3.3. 0 0 6]
01-05| O O 0 O 0 O 01-15| 0 @) 3.3. O 0 O
01-06 | O 0 0 0 0 (6] 01-16 | O 0 3.2. 0 0 6]
01-07 | O O 0 O 0 O 01-17| O @) 0 O 0 O
01-08 | O D 0 D 0 D 01-18 | 0O D 3.3. D 143,44.| D
01-09| O D 0 D D 01-19| O 0] 0 0 0 6]
01-10| O (6] 32.1 O 0 0 01-21] O 0O 3.3. O 143,44, O
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Pfi analyze jevu symetrie jsme rozliSovali, zda se jedna o symetrii v zadani (zadani je
symetrické) nebo o symetrii v feSeni tlohy (zak ji n&jakym zpisobem vyuzil ve vlastnim
feSeni). Symetrickd zadani maji tlohy 3.1a3.2,4.1a4.2,43a4.4,5.1.

Zda zak symetrie vyuziva jsme zjist'ovali pozorovanim zak pfi feSeni, dotazovanim ucitele
nebo porovnanim feSeni symetrickych uloh. Pokud jsou zakovy chyby v feSeni symetrickych
trojuhelnikti rovnéz symetrické, pak pravdépodobné symetrii zadani vyuziva (obr. 5a), pokud
nejsou, pak pravdépodobné symetrii nevyuziva (obr. 5b). Pouze z pisemného zaznamu to vSak
nelze jednoznacné urcit, nebot’ Zak muze mit chybné uloZen aritmeticky spoj. V tabulce 5 jsou
pro véEtsi rozsah dat pouzity zkratky: ch — chyby, s — strategie. Sledujeme, ze symetrii v zadani
vyuziva 16 zakt, a to ve vSech ulohéch, kde je to mozné. Symetrie v uloze 5.1 byla obtizné
rozpoznatelnd, za vyhovujici povaZzujeme jeji vyuZziti v tlohach 3 a 4. Symetrii nevyuZivaji Zaci
09, 10, 11, 16, tedy 80 % zakd. Ucitel chape vyuzivani symetrii jako efektivni metastrategii
a po celou dobu vyuky vede Zaky k jejimu pouZzivani. Vazba mezi chybovosti a strategii se
V experimentu neprojevuje.

Symetrii v feseni jsme méli v umyslu identifikovat v Gloze 5.2. pfi nalezeni dalSich feSeni.

v v s

Nicméné¢ zaci se spokojili s 1 fesenim, tedy symetrii nevyuzivali ani ti, ktefi ji vyuzivali v zadani.

Tabulka 5: VyuZiti symetrie, zakovska feSeni

Uloha 3 | Uloha 4 | Uloha 5.1. | Uloha 5.2. Uloha 3 Uloha4 | Uloha5.1. | Uloha 5.2.

ch s [ch| s ch s ch s ch s ch s |ch s ch s

01-01| O |ano| O |ano 1 N 0 X 01-11 3.1. ne 42 | ne | O N X X
4.3,

01-02| O |ano| O |ano| O N X X 01-12 3.3. ano | 44. |ano | x X X X

01-03| O [(ano| O |ano N X X 01-13(3.1,3.2,3.3 | ano 0 |ano| O N 0 X

01-04| O |ano| O |ano 1 N X X 01-14 3.3. ano 0 |ano| O N 0 X

01-05( 0 |ano| O |ano 0 N 0 X 01-15 3.3. ano 0 |(ano| O N 0 X

01-06 | O |ano| O |ano| O N 0 X 01-16 3.2. ne 0 ne | 0 N 0 X

01-07( O |ano| O |ano 0 N 0 X 01-17 0 ano 0 |(ano| O N X X
4.3,

01-08| O |ano| O |ano| O N X X 01-18 0 ano | 44. |ano | x X X X

01-09| O ne ne X X X X 01-19 0 ano 0 |(ano| O N X X
4.3,

01-10| 3.2| ne | O | ne X X X X 01-20 0 ano | 44. |ano| O N X X

Obrazek 5a: Vyuziti symetrie v zadani Obrazek 5b: Nevyuziti symetrie v zadani
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Dale jsme sledovali, zda zak bez vyzvy ucitele hleda dalsi feSeni tlohy. Vice feSeni mély
tilohy 2 a 5.2. Uloha 2 dala nabidku &tyfmi nevyplnénymi trojuhelniky pro &tyii feseni. Slovni
zadani ,,Hledej vice feSeni® mohlo nékoho vybizet k hledani vice nez Ctyt feSeni. Téch je
celkem tfinact v mnozing ptirozenych cisel, z toho jsou tii symetricka. V mnoziné celych
gisel je feSeni nekoneéné mnoho. Zaci vyplnili pfedepsané &tyfi trojuhelniky a nikdo
nedoplnil dal$i feSeni. Pravdépodobné tak povazovali ulohu za vyfeSenou a neméli potiebu
hledat dalsi. MoZna nevédéli, kam by méli tato dalsi feSeni zapsat. Uloha 5.2 m4 tii feSeni
(E=8,F=3nebo E=5,F=6nebo E =4, F=7), pfedepsana struktura byla jedna a slovni
zadani zadné. Nikdo z zaki nezapsal vice nez jedno feSeni. Pfic¢iny mohly byt stejné, jako
Vv tloze 2.

V tulohéch s vice feSenimi mélo smysl sledovat, v jakém potadi zak feSeni nachazi. Zda
pracuje systematicky nebo hleda feSeni nahodné. Vzhledem k tomu, Ze Zaci nasli vice feSeni
jen v tloze 2, sledujeme strategie jen v této uloze (tabulka 6). U ¢tyf zaka (03, 11, 15, 20)
jsme neidentifikovali Zddny naznak systematického vyhledavani feSeni — v tabulce uvadime
N (ne). U jedenacti 74k se objevilo vyuziti symetrie, viz vy$e. Zaci nachazeji jako prvni
symetrické rozklady ¢isla 12 na 6 a 6, pfip. 16 na 8 a 8, jeden z nich (19) rozklady ¢isla 12 na
3,9a09, 3ajeden z nich (02) rozklady ¢isla 12 na 7, 5 a 5, 7. Dalsi projev systematického
vyhledavani feSeni jsme u nich nenasli — v tabulce uvadime S (symetrie). Zcela systematické
feSeni vidime u tii zaka: 08 (12na6a6,7ab5,8a4,9a3),09(12na6a6,10a2 9as3,
8a4),12(12na6a6,12a0,10a2, 2 a10) — v tabulce uvadime A (ano), (obr. 6). Castetné
systematické feSeni jsme nasli u zaki 10 (zacind systematicky rozkladat ¢islo 12 na 11 a 1,
10 a 2, pak nepokracuje), 18 (pouziva sudé rozklady ¢isla12na6a6,2a10,8a4,0a12) —
Vv tabulce uvadime D (dil¢i).

Tabulka 6: Systém v hledani feSeni, Zakovska feSeni

Uloha 2 Uloha 2 Uloha 2 Uloha 2
01-01 S 01-06 S 01-11 N 01-16 S
01-02 S 01-07 S 01-12 A 01-17 S
01-03 N 01-08 A 01-13 S 01-18 D
01-04 S 01-09 A 01-14 S 01-19 S
01-05 S 01-10 D 01-15 N 01-20 N
S =L I 7 2 s T o "

715l 18 14 12 ).4313 738 Je ¢ fn

7214 12 [16 72114 f2 72116

L 23 = 28 | 28

Obrazek 6: Systematické feSeni

Algebrogram v uloze 5.1 vyfesilo spravné tiinact zaka (v tabulce uvadime 0), tfi zaci (09,
12, 18) nedoplnili zaddné feseni (v tabulce uvadime x), ¢tyti zaci (01, 04, 10, 16) maji feSeni
chybna — dosazuji za pismeno dvouciferné ¢islo (v tabulce uvadime popis chyby), obr. 7. Za
povsimnuti stoji fakt, Ze ucitel tuto chybu neidentifikuje (zatrhava feseni jako spravné). Jedno
feSeni algebrogramu 5.2. naslo osm zaku (v tabulce uvadime 0). Za pozornost stoji, Ze vSichni
maji identicka teseni E = 5, F = 6 piesto, Ze existuji dalsi dvé feSeni. Jeden zdk mé feSeni
chybné (19), dopustil se numerické chyby (v tabulce uvadime 1). Jedenact zaki nedoplnilo
zadné feSeni (v tabulce uvadime x).
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Tabulka 7: Algebrogram, zakovska feseni

Uloha 5.1 Uloha 5.2. Uloha 5.1 Uloha 5.2.
chyby chyby chyby chyby
od tieti irovné
01-01 dvouciferna ¢isla 0 01-11 0 X
01-02 0 X 01-12 X X
01-03 0 X 01-13 0 0
vsechna pole
01-04 dvouciferna ¢isla X 01-14 0 0
01-05 0 0 01-15 0 0
od druhé tirovné
01-06 0 0 01-16 dvouciferna ¢isla 0
01-07 0 0 01-17 0 X
01-08 0 X 01-18 X X
01-09 X X 01-19 0 1
od druhé trovné
01-10 dvouciferna Cisla X 01-20 0 X

Obrazek 7: Algebrogram — dosazeni ¢isla namisto Cislice

Mg¢li jsme v imyslu identifikovat proces zobecniovani. Sledovat, zda ma zak ke zobecniovani
tendenci, piip. na n&jaké trovni dokaze zobecnit. Nicméné v zakovskych feSenich jsme
nedokézali tento jev vérohodné odhalit. Zobeciiovani souvisi se systematickym nachézenim
feSeni, avSak i kdyz jsme se zaméfili na zaky, ktefi systém v tlohach odhalili, nevime, zda
dokazali genericky model popsat (nehledali vSechna feSeni). Proto jsme dale s timto jevem
nepracovali.

6. Zavér

Ve vyzkumu jsme se soustfedili na identifikaci zdkovy chyby, na popis jejiho charakteru
a na odhaleni jeji pfi¢iny. Po ukonceni diagnostického testu uz jsme s Zdky nevedli dalsi
rozhovory. Tedy diskuze o moznych pii¢inach chyby neni konfrontovana s realitou a je tedy na
spekulativni Grovni.

Jako vzdélavatelé¢ uciteli a budoucich ucitelt shledavame, Ze tento material ma velky
potencial pro vyuziti v jejich didakticko-matematické piipravé na praci se zaky. Studiem
materialu poznaji, jak je dulezité pracovat se sériemi tloh gradovanych podle zvolenych
parametrt pro diagnostiku Zakovych obtizi, ale i jeho schopnosti. Na zaklad¢ diagnostikovanych
jevi je pak potieba nastavit dalsi alohy tak, aby zak obtize piekonal (reedukacni tlohy), nebo aby
se posunul o krok dal. V dalsi praci mohou studenti dany material sami ovéfit v praxi, a nakonec
obdobny materidl samostatné tvofit v dalSich kontextech.

Komparace zakovskych feSeni Vv ramci tfidy a v ramci jednotlivych souborti tloh pfinesla
tiidnimu uciteli cenné poznatky. V nasledném rozhovoru s nim jsme Vv diskuzi porovnavali naSe
zavery a jeho zkuSenosti. Projednali jsme pficiny obtizi n¢kterych zakti a moznosti reedukacnich
kroka Dal$im tématem naseho rozhovoru byla podoba diagnostického testu, analyza gradacnich
parametrii, navrhy na alterace testu. Stejnym zptisobem je mozné pracovat i s budoucimi uditeli.
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Vysledky experimentu mohou byt zdrojem informaci i pro autory vyukovych materiala pro
zaky. Potvrzuje se potencidl zvoleného didaktického prostiedi jak v rozsahu vyznamnych
obecngjsich obsaht (symetrie, izomorfismy, metakognice), tak v bohatosti matematické naplné
(porozuméni principu pozi¢ni ¢iselné soustavy, aditivni triady (a,b,c), kde a + b = ¢
Sneznamym pocateCnim stavem, procesu zobeciiovani) a také v moznostech rozvoje
matematické gramotnosti (potieba nalezeni vSech feSeni ulohy, schopnost systematického
feseni).

Problematika zobectiovani v prostiedi souctovych trojahelnikit mize byt namétem dalSich
vyzkuml. Bude potieba sestavit vhodné gradované série uloh s cilem spusténi procesu
zobecnéni, jeho popisu zdkem a jeho identifikace vyzkumnikem. Zobecniovani je obtizné
uchopitelnym tématem i v ptipravé budoucich ucitelti a prace s timto aspektem posune jejich
schopnosti na kvalitativné vyssi tiroven ve vSech oblastech matematiky.
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