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Abstrakt

V matematike a hudobnej vychove je mozné identifikovat’ mnoho spolo¢nych elementov.
Obe oblasti poznania vyuZzivaju jazyk, kde st koncepty a vztahy medzi nimi prezentované
pomocou Specifickych symbolov. Vyskumy ukazuji na pozitivny vplyv realizacie ¢innosti
hudobného charakteru na rozvoj matematickych schopnosti (Kolodziejski, 2012, Luczak,
2015), ale aj naopak — matematické schopnosti su prediktorom porozumenia hudobnych
konceptov. Eduka¢né aktivity integrujuce matematiku a hudobnt vychovu podporuju proces
porozumenia roznych matematickych pojmov. Vychodiskom pre kreovanie navrhov aktivit
uvedeného charakteru je analyza obsahu vzdeldvania oboch vyucovacich predmetov.
V prispevku budu prezentované moznosti vyuzitia elementov matematiky a hudobnej vychovy
pri porozumeni pojmov z geometrie. Hudobné modely konceptu symetria moézu byt
prostriedkom pre lepSie pochopenie pojmu osova sumernost’.
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THE MODELS OF SYMMETRY WITH MUSIC ELEMENTS
IN MATHEMATICS EDUCATION

Abstract

Many common elements can be identified in mathematics and music education. Both areas
of knowledge use language, where the concepts and the relations between them are presented
using specific symbols. Results of research show to the positive impact of application musical
activities to developing mathematical abilities, and vice versa — mathematical abilities are
predictors of musical concepts understanding (Kolodziejski, 2012, Luczak, 2015). Educational
activities integrating mathematics and music support the process of understanding various
mathematical concepts. The analysis of the education content of both areas/subjects is a key
starting point for creating the mentioned proposals for activities. The possibilities of using
mathematical and musical elements within the process of understanding the geometrical
concepts are presented in the paper. Musical models of the concept of symmetry can be a means
of better understanding the notion of axial symmetry.

Keywords: mathematics, music, symmetry, axial symmetry

1. Uvod

Pre zhodné zobrazenia plati, ze pri zobrazovani utvarov sa ich tvar a vel'kost’ zachovava,
zatial’ ¢o ich pozicia sa moze menit. V pripadoch, kedy je Gtvar rotovany (rotacia), zrkadlovo
zobrazeny (osova sumernost’) alebo posunuty (translacia) hovorime o zhodnom zobrazeni.
Tieto zobrazenia su Casto referované s preklopenim, posunutim, otoenim utvaru, objektu
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(Jorgensen & Dole, 2011). V texte budi pojmy symetria a simernost’ (Gtvary symetrické,
sumerné) pouzivané v ekvivalentom vyzname.

Spolu s predstavami o rdznych ttvaroch sa v mysleni deti rozvijaju aj poznatky o symetrii
a zhodnosti (Clements & Sarama, 2014). Vnimaji symetriu objektov vyskytujucich sa v ich
okoli, akymi st napriklad listy stromov, motyle, kvetiny, lienka a pod., ktorych modely su bud’
redlne objekty alebo su znazornené v rovine vo forme obrazkov ¢i fotografii. Postupne deti
pracuju aj so symbolmi, ikonami, ktoré st symetrické — srdce, kvet, smejko, Cislice, pismena,
rozne znacky, loga, piktogramy atd’. Prezentovana moze byt aj simernost’ podl'a zvislej roviny,
ktora je spojend s udrziavanim rovnovahy tela (Novakova & Novék, 2019).

Existuje pomerne vel’ké mnozstvo manipulativnych prostriedkov, prostrednictvom ktorych
maji Ziaci moznost’ nadobudat’ skiisenosti s konceptom symetria (Zilkové, 2010, Novakova &
Novék, 2019, Sim¢ikova & Tomkovéa, 2005). Pri niektorych je prioritnA manipulacia
s predmetmi v redlnom priestore, v inych pripadoch ide o pracu s digitdlnymi prostriedkami vo
forme hier. Navrhy na manipula¢né predmetné, ale aj virtualne aktivity, zamerané na skimanie
samernosti predstavuje Zilkova (2010). Poukazuje na rdzne moznosti aplikacie osovej
simernosti vyuzitim zrkadla, v manipulativnej verzii. Reprezenticie na vysSej urovni
abstrakcie su Casto vyuzité pri elektronickych hrach, vytvorenych v roznych dynamickych
geometrickych prostrediach. Na zaklade vyssie uvedenych skuto¢nosti mozno uvazovat
o existencii roznych typov reprezentacie objektov sluziacich ako prostriedok na vytvorenie
predstavy o koncepte symetria.

Bruner (1960) vymedzuje tri typy reprezentacii: (1) enaktivha — spojend s priamou
¢innostnou skusenost'ou; (2) ikonickd — skusenosti st zaznamenavané pomocou obrazcov,
zastupnych modelov realnych objektov a (3) symbolicka — kde sa pracuje so symbolickym
(matematickym) jazykom a zapisom. Jednotlivé typy reprezentacie maju svoj vyznam, preto je
dodlezité, aby bol v praxi aplikovany kazdy z nich. Tyka sa to aj matematickych konceptov, kde
su dolezité ich rozne reprezentacie v procese kreovania predstavy o danom pojme, pri rieSeni
problémov, pri zaznamendvani myslienkovych postupov a pod. Inak tomu nie je ani v pripade
pojmu symetria.

Rd&zne typy reprezentacii je mozné vyuzit’ aj v ¢innostiach spojenych s pojmom symetria.
Enaktivna reprezentacia sa vyskytuje napriklad v Cinnostiach, kedy je wvyuzitd praca
s geometrickym zrkadlom. Ziak tak ma moznost overit’ vlastnosti objektu manipulaénou
¢innostou s geometrickym zrkadlom. V zrkadle vidi obraz modelu, ktory predstavuje vzor
(konkrétny predmet, obrazok, cast obrdzka a pod.). Ikonicky typ reprezenticie je mozné
pozorovat’ v situdciach, kedy je praca realizovana v rovine, napriklad na papieri, bez pouzitia
pomdcok typu zrkadlo. Ziak ma napriklad vytvorit' v §tvorcovej sieti obraz utvaru (t. j. obraz
vzoru v osovej sumernosti). Pri symbolickom type reprezentacie mézu byt za vzory
povazované rdzne abstraktné obrazce, symboly — napriklad noty, r6zne symboly pre rytmus,
pohyb a pod.

NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) uvaddza odporucanie tykajuce sa
vyuzivania manipulativnych ¢innosti pri identifik4cii a znazoriiovani réznych typov symetrii.
Vysledky pozorovania rieSenia uloh z oblasti symetrie predstavuji Hoyles & Healy (1997).
V ramci Stadie boli pri praci deti evidované tri mody ulohy — enaktivna (pohyb modelu
korytnacky), ikonickad (vizualizacia cesty) a symbolickd (zdznam pohybu pomocou kodu).
Aplikovand bola aj Cinnost' spojena s prekladanim papiera, na ktora nadvdzovala praca
v §tvorcovej sieti zndzornenej na papieri.

Predpokladom uspesného rieSenia uloh vyuzitim symetrie su, ako uvadzaju Hoyles
& Healy (1997), predchadzajiice osobné, zivotné skiisenosti Ziaka, jeho praca v Skole spojena
s realizaciou aktivit, ¢innosti, rieSenie Uloh propedeutického charakteru. Ide predovsetkym
o ¢innosti, ktoré vyuzivaji manipulaciu s redlnymi objektami, resp. s ich rovinnymi modelmi
vo forme obrazkov. Modely objektov prechadzaji postupne roznymi tiroviiami abstrakcie — od
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konkrétnych objektov (ich modelov) az ku symbolickym reprezentacidam. Vo vsetkych
pripadoch ide o vizualne modely objektov, ¢i uz priestorovych alebo rovinnych. Okrem
vizudlnej prezentacie je mozné aplikovat’ aj auditivne reprezentacie objektov, v ktorych sa
vyskytuju elementy symetrie. Na zistovanie schopnosti tspesne rieSit’ ulohy z oblasti osove;j
sumernosti sa ukazuje ako vhodny prostriedok subor uloh s gradovanou uroviiou naro¢nosti
(Xistouri, 2007; Sinclair & Kaur, 2011).

Zamerom prispevku je predstavit’ namety aktivit, implementujicich elementy hudobnej
vychovy s vyuzitim auditivnych reprezentacii symetrie. Niektoré z nich vyuzivaja aj prvky
spojené s pohybom v priestore. Spolo¢nou ¢rtou navrhov je fakt, ze st realizované vyuzitim
skupinovej resp. frontalnej formy, Co predikuje aj rozvoj kooperativneho ucenia a socialnych
vztahov v kolektive Ziakov. Prezentované budu ukazky aktivit, ktoré je vhodné aplikovat
v edukacii na primdrnom stupni vzdeldvania, ako aj v priprave ucitelov vramci ich
vysokoskolského stidia. Vyznam pripravy buducich ucitel'ov v danej oblasti potvrdzuje aj Son
(2006, In Jones & Tzekaki, 2016), ktory konstatuje, ze buduci ucitelia na zékladnych skolach
maji Casto limitované vedomosti o symetrii a zamiefiaji si koncepty symetria a rotacia.
Nedostatky v uchopeni pojmov majui nasledne vplyv na spdsob, akym realizuju proces ucenia
danej problematiky v triede. Namety su vytvorené tak, aby pri ich realizacii bolo mozné Groveii
naroc¢nosti prispdsobit’ cielovej skupine. V kazdej z nich je mozné identifikovat’ niekol'ko
elementov, ktoré predstavuju tzv. grada¢né kritéria kognitivnej naro¢nosti aktivity. Je mozné
tak kreovat’ niekol’ko varidcii/obmien v zavislosti od ciel'ovej skupiny, ako aj od nastavenych
cielov prace a ¢innosti Ziakov.

2. Pojem symetria v obsahu matematickej edukacie

Ako uz bolo v ivode spomenuté, praca so simernymi (symetrickymi) utvarmi je sicast'ou
aktivit realizovanych pri hrovych ¢innostiach uz v predskolskom veku. Predstavuje kl'ic¢ovy
predpoklad pre vytvorenie predstavy o koncepte osova sumernost, ktory je v Skolskej
matematike v slovenskom kontexte spristupneny na 2. stupni zékladnej Skoly. Vychéadzajac
z analyzy obsahu kurikuldrnych dokumentov (na Slovensku) pre matematické vzdelavanie od
predprimarneho az po nizsi sekundarny stupeit vzdeldvania, uvaddzame prehl'ad zastipenia
danej problematiky vo forme Standardov.

(1) Predprimarny stupeil vzdeldvania: aj napriek skutocnosti, Ze v obsahovych Standardoch nie
su explicitne Specifikované ulohy spojené s pojmom symetria (ani na propedeutickej urovni),
maju deti priestor na nadobudnutie prvotnych sktsenosti so simernymi utvarmi (v rovine
apriestore) a obrazkami (Statny vzdelavaci program pre predprimarne vzdelavanie
v materskych Skolach, 2016).

(2) Primarny stupen vzdelavania: obsahové a vykonové Standardy st pre dant problematiku
vymedzené v tematickom celku Geometria a meranie (Matematika — primarne vzdelavanie,
2015, s. 6).

Obsahové Standardy: zhodné zobrazenie — osova sumernost (na propedeutickej Urovni);
zhodné zobrazenie — posunutie (na propedeutickej urovni), vzor, obraz;
zvacSenie a zmenSenie rovinnych utvarov v Stvorcovej sieti, podobné
utvary (na propedeutickej urovni).

Vykonové Standardy: v Stvorcovej sieti dokreslit’ (dorysovat’) osovo simerny obrazok;
v Stvorcovej sieti dokreslit’ (dorysovat’) zhodny obrazok;
zvacsit’ a zmenSit’ rovinné Utvary v Stvorcovej sieti (Stvorec, obdlznik).
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(3) Nizsi sekundarny stupeni vzdelavania: v 5. rocniku, v tematickom celku Sumernost'v rovine,
je mozné identifikovat’ Standardy v danej oblasti (Matematika — nizSie stredné vzdelavanie.
2015, 5. 9).

Obsahov¢ Standardy: sumernost’ a zhodnost’ geometrickych tatvarov,
0s sumernosti, osovd sumernost’, Utvary osovo sumerné, vzor, obraz,
konstrukcia rovinného geometrického ttvaru v osovej simernosti.

Vykonové Standardy: pre dany bod néjst’ (nakreslit/zostrojit’) bod, s ktorym je osovo sumerny
podrla danej osi,
identifikovat’ rovinné geometrické utvary simerné podla osi,
ndjst’ (nakreslit’/zostrojit’) os sumernosti dvojice bodov, tsecky,
najst’ (nakreslit/zostrojit’) osi stimernosti osovo sumern¢ho utvaru,
zostrojit’ obraz bodu, usecky, priamky, kruznice alebo jednoduchého
utvaru (obrazca) zlozeného z useciek a casti kruznice v osovej
sumernosti,
pracovat’ s osovo sumernymi Utvarmi vo Stvorcovej sieti, dokreslit,
opravit’ ich.

Vysledky obsahovej analyzy kurikularnych dokumentov od predprimarneho, cez primarny
az po nizsi sekundarny stupen vzdelavania ukazuji, Ze problematika osovej simernosti je na
prvych dvoch uvedenych stupnioch vzdeldvania prezentovand cez Cinnosti, aktivity a tlohy
propedeutického charakteru a do uciva je zaradena na druhom stupni zakladnych §kol.

3. Navrhy aktivit s vyuZitim elementov hudobnej vychovy

V dalSej Casti st predstavené ndvrhy edukacnych aktivit, ktoré je mozné realizovat’ v rdmci
vyucovania matematiky. Aktivity sa netykaji priamo uciva z oblasti geometrie, no aj napriek
tejto skuto€nosti obsahuju vlastnosti simernosti. Navrhy vyuzivaji elementy hudobnej
vychovy v zmysle podpornych prostriedkov pre porozumenie, resp. upevnenie vlastnosti
pojmov symetria, osova sumernost, zrkadlovy obraz. Spolo¢nym cielom navrhov je
oboznamovanie sa s pojmami vzor, obraz, osova sumernost’ — jej objavovanie a vlastnosti.
Zamerom prezentovanych nametov je poskytnit’ podnety na vnimanie, skumanie
a porozumenie symetrie aplikovanim zvukovych a rytmickych modelov a pohybovych aktivit,
ako aj vyuzitim r6znych typov reprezentacii dané¢ho pojmu.

e Aktivita 1: Hudobny zrkadlovy obraz

Aktivita vyuziva hudbu a jej elementy ako podporny prostriedok pre porozumenie
konceptu symetria (Mall et al., 2016).

Ziaci skimaji osovi simernost’ prostrednictvom piesne, hry na in§trumentalne nastroje
a fyzického pohybu. Aplikovanim timovej prace a spoluprace budil schopni vyuzivat’ hudbu
ako podporny prostriedok pri d’alSom rozvoji porozumenia pojmu transformdacia v zmysle
geometrického zobrazenia.

Z elementov hudobnej vychovy su v aktivite aplikované kompozicia a improvizacia,
fyzické vnimanie hudby a fyzickd reakcia na hudbu. Z pohl'adu matematiky je vyuZzité
matematické uvazovanie a vytvaranie suvislosti, komunikdcia napadov a myslienok
z matematickej oblasti vyuzitim viacerych formalnych aj neformalnych reprezentacii a pojem
0sova sumernost’.

Pred samotnou realizadciou by mali mat’ Ziaci osvojené elementarne vedomosti o pojme
osova sumernost’ (symetria) — v zmysle jej porozumenia. Z hudobnej vychovy je nutné
porozumenie a uvedomenie si vysky tonu a skusenosti s grafickym/notovym zapisom.
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Postup:

Odportca sa realizovat’ aktivitu v miestnosti, kde je vytvoreny dostatocny priestor na to,
aby si ziaci mohli sadniit’ na zem, do kruhu a pracovat’ v skupinach. Ucitel’ zaspieva alebo zahra
jednoduchu hudobni frazu s reflexnou symetriou/osovou sumernostou (fraza a jej
»retrogradny* efekt - napr. C D E E D C alebo rytmicky vzor, ktory mé prvky symetrie).
Prezentovany moze byt aj vzor v podobe postupnosti pohybov tak, aby mal vlastnosti symetrie
(napriklad: krok, krok, krok, skok, skok, krok, krok, krok a pod.). Pripadne je prezentovana
postupnost’ zvukov vyuzitim hry na tele (napriklad: plesknutie, lusknutie, lasknutie, dupnutie,
dupnutie, lusknutie, lusknutie, plesknutie).

Ziaci pracuju v skupinach alebo vo dvojiciach a pokusaji sa zistit', kde je v prezentovanej
ukdzke pomyselnd os sumernosti, napriklad identifikovanim dvoch casti frazy, ktoré su
navzajom symetrické (jedna je zrkadlovym obrazom druhej). Dant frazu si mézu vypocut’ aj
viackrat. M6Zu sa pokusit’ zaznamenat’ frazu symbolmi alebo ju fyzicky znazornit’ pomocou
pohybov. V d’alSej Casti Ziaci d’alej pracuju v skupinach alebo vo dvojiciach a pomocou osovej
sumernosti (zrkadlovej symetrie) tvoria vlastné navrhy jednoduchej frazy. M6zu pritom vyuzit
rézne zvuky, nastroje (napr. Orffov inStrumentar), hru na tele, pohyby a pod. Navrhy su
nasledne prezentované ostatnym skupindm spolu s vysvetlenim a zdovodnenim preco je ich
fraza symetricka. Ziaci pritom hl'adaji os simernosti (reflexnej/zrkadlovej symetrie).

Odportacané je mat vopred pripravené pomocky: farebné perd, flipchartovy papier,
vyladené bicie ndstroje (s pouzivanim ktorych uz maju ziaci sktsenost), orffove nastroje.
Naroénost” aktivity je mozné gradovat’ na zaklade niekolkych atributov: dizka prezentovanej
frazy, pocet zvukov, pohybov, réznorodost’ pouzitych zvukov, pohybov, krokov, smer pohybu
a pod.

e Aktivita 2: Zahraj symetrické ¢islo

Aktivita vyuziva akusticka reprezentaciu n-cifernych prirodzenych Cisel v desiatkovej
Ciselnej sustave.

Cielom cinnosti z pohladu matematiky je identifikovat’ resp. vytvorit symetrické
n-ciferné prirodzené ¢islo na zaklade jeho akustickej reprezenticie v desiatkovej Ciselnej
sustave. Cislo bude povazované za symetrické, ak pre jeho zapis plati, Ze poradie cifier je
v smere zl'ava doprava rovnaké ako v smere sprava dol'ava. Z hudobnej vychovy st v aktivite
aplikované pojmy rytmus, metrum, metrorytmus. Pre realizaciu aktivity je potrebné, aby ziaci
ovladali pojmy Ccislo, Cislica, jednotky, desiatky, stovky, skrateny arozvinuty zdpis cisla
v desiatkovej Ciselnej stistave, aby spravne vedeli precitat’ n-ciferné ¢isla.

Postup:

V tvode je vhodné zopakovat’ moznosti pre grafické znazornenie viaccifernych cisel,
s ktorymi pracovali na vyu€ovani, kde su pre Cislice jednotlivych radov vyuzité konkrétne
symboly. Ziakom st nasledne prezentované zvukové modely prirodzenych &isel. Ulohou je
identifikovat’ dané ¢islo na zéklade transformacie vopred dohodnutych zvukovych kdédov
(napriklad: stovky — lusknutie, desiatky — potlesk, jednotky — dupnutie). Pocet zvukov
prislichajicich danému radu je postupne pretransformovany na ¢islicu/Cislice (daného radu),
az je identifikované dané prirodzené &islo. Ulohou je ur¢it, & dané zahrané ¢&islo je/nie je
symetrické. V pripade, Ze Ziaci maju problém s udrzanim poctu zvukov v paméti, moZu si ich
postupne zapisovat. Odporica sa, aby zvuky boli prezentované v poradi od Cislice najvyssieho
rddu. Napriklad je zahrané Cislo 535: 5-krat lusknutie, 3-krat potlesk, 5-krat dupnutie. Na
spdsobe kddovania je mozné sa dohodnut’ so ziakmi a pouzivat’ vopred dohodnuté zvuky na
reprezentaciu Cislic jednotlivych radov v danom cisle. Ddlezité je pocas celej aktivity pouzivat
rovnaké kédovanie.
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V d’alSej Casti ziaci v skupinach (dvojiciach) vytvaraji akustické modely ¢isel tak, aby boli
symetrické. Ostatni Ziaci, na zéklade prezentacie posudia, ¢i zahrané Cisla maju pozadovant
vlastnost’.

Obmeny:

e vpripade gradacie ulohy je mozné zmenit poradie prezentovanych zvukov — od

jednotiek, k desiatkam atd’.;

e mozné je modelovat’ aj také ¢isla, v zapise ktorych sa vyskytuje ¢islica nula (dany zvuk

nezaznie);

e v zavislosti od schopnosti cielovej skupiny je mozné volit’ r6zny pocet cifier v Cisle

(3,4,5,6,7).

4. Zaver

Elementy hudobnej vychovy predstavuju prostriedky, ktoré je mozné vyuzit’ pri tvorbe
modelov pojmov vyskytujicich sa v matematickej edukacii. Predstavené boli namety na
aktivity zamerané na pozndvanie a osvojenie si pojmu osova sumernost. V aktivitach boli
vyuzité rozne typy reprezentacii pojmu symetria, vyuzivajuce pohyb, zvuk, symboly, pricom
tie boli vytvorené na r6znej urovni abstrakcie. Typ vyuzitého modelu méze byt indikatorom
urovne naro¢nosti aktivity, ¢i ulohy. Naznacené boli rézne moznosti pre atribty kognitivnej
narocnosti, na zaklade ktorych je mozné kreovat subory gradovanych c¢innosti. Hudobna
vychova poskytuje moznosti na tvorbu auditivnych modelov matematickych konceptov, ktoré
su vzhladom na abstraktny charakter, vo véicSine pripadov na vysokej urovni kognitivnej
narocnosti. Komplementom k abstraktnym zvukovym modelom st iné, menej abstraktné
modely, akymi su napriklad pohyb, gestikulacia, vlastné navrhy symbolov.

Dalsie priklady edukaénych aktivit, ktoré integrujii obsah matematiky a hudobnej vychovy
je mozné najst’ v pracach Hnatova 2020a, 2020b, 2020c, Hnatova & Pridavkova 2019, 2020,
Pridavkova, 2020.
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