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Abstrakt

V ptispévku jsou obsazeny formulace a naznaceno feSeni nékterych jednoduchych
aditivnich problému teorie cisel (urceni pythagorejskych trojic pfirozenych cisel vcetné
analogickych uloh, rozklad ¢isel na soucet kvadratd atp.). Uvedeny jsou rovnéz zajimavé
teoretické problémy, jako napf. kombinatorickd teorie rozkladii konecnych mnoZin,
Goldbachova hypotéza a prvociselna dvojcata. Uvedené problémy mohou byt vyuzity pfi vyuce
budoucich ucditeli matematiky na zakladni Skole jako nédméty k rozvijeni zdjmu studentd
o matematiku, pfipadné k jejich motivaci k dal§imu studiu matematiky.
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ADDITIVE PROBLEMS OF NUMBER THEORY IN TEACHING OF
MATHEMATICS

Abstract

In the article there are included examples and indicated solutions of some easy additive
problems of number theory (finding Pythagorean triads of natural numbers including analogical
examples, partition of numbers into the sum of squares etc.). Among others, there are also given
some theoretical problems, like combinatorial theory of finite sets partition, Goldbach’s
hypothesis and twin primes. Such problems could be used while teaching future elementary
school mathematics teachers as a tool for deepening their interest in mathematics and their
further motivation.

Keywords: motivation, mathematics, number theory, decomposition of numbers, Goldbach's
hypothesis

1. Uvod

Mezi vyznamné ukoly uditelll matematiky na vSech stupnich Skol patii snaha o neustalé
zkvalitnovani vyuky, odpovidajici novym trendim jak v matematice, tak 1 v didaktice
matematiky. Je nutno pravidelné obsah vyuky inovovat, dale pfinaset talentovanym studentim
nové podnéty a poskytovat jim vhodna témata k jejich samostatné tviirci ¢innosti v matematice.
Vybér takovychto vhodnych témat je ovS§em mnohdy problémem; nékterd témata jsou sice
obsahov¢ zajimava, avSak po matematické strance nad sily a moZznosti studentti, jina postrada;ji
pro studenty poutavost. Naméty lze nalézt napt. v publikacich [1], [2]. V tomto pfispévku je
piedlozeno nekolik témat z teorie Cisel, ktera mohou byt pro studenty zajimava 1 po formalni
matematické strance ptfistupna. Pro studenty mize jako motivacni fakt ptsobit i to, Ze teorie
¢isel jako matematicka disciplina obsahuje problémy, jejichz pochopeni i formulace jsou velmi
jednoduché, avsak jejich feseni bud’to neni znamo dodnes nebo je velmi komplikované (mnoho
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otevienych a po staleti nevyfeSenych problémi v matematice (viz [7], [10]) Ize formulovat
1 prostiedky zaka zdkladni Skoly, napf. velka Fermatova véta, dokonald cisla, prvociselna
dvojcata apod.). Zaméfime se na tzv. aditivni problémy. Aditivnimi problémy teorie Cisel se
rozuméji takové ulohy, v nichz zkoumame ,,utvaieni piirozenych cisel ze sCitancti dané¢ho

typu.

2. Aditivni problémy teorie ¢isel
a) Pythagorejské trojice

Zacneme problémem urcovani pythagorejskych trojic, tzn. hledani trojic pfirozenych cisel
a, b, ¢ spliujicich vztah o’ + b’ = ¢? (otazka existence a podtu pravouhlych trojuhelniki
s celociselnymi délkami stran). Uvedeme jeden z moznych postupt odvozeni. Pro zkraceni
vyjadfovani budeme sice didakticky ne zcela pifesné, ale vystizn¢ Cisla a, b nazyvat
,»odvésnami* a €islo ¢ ,,pteponou (¢isla a, b, ¢ vyjadiuji délky ptislusnych stran trojuhelnika).
Ziejme se staci pi1 odvozeni omezit na ptipad, kdy jsou ¢isla a, b, ¢ nesoud€lna.

Nejprve sporem ukazeme, Ze jedna z ,,odvésen* musi byt sud4 a druhd lich4. Necht a, b
jsou suda ¢isla, pak ze vztahu o’ + b = ¢? plyne, Zze také c je sudé &islo, coz je spor
s pfedpokladem nesoudé€lnosti vSech tii ¢isel. Jedna z odvésen tedy musi byt licha. Nikoliv vSak
ob& dvé, jak opét sporem ukazeme. Necht' a = 2x+1, b = 2y+1, pak @’ + b? je po dosazeni
a upravé Cislo davajici po déleni Ctyfmi zbytek dvé. Vime, Ze druhd mocnina lichého ¢isla je
&islo liché, druha mocnina sudého ¢&isla je délitelna étyfmi. Cislo a? + b2 nema ani jeden z téchto
tvart, nemuze tedy byt druhou mocninou zadného pfirozeného Cisla; ptipad obou lichych
,,odvésen“ tedy nemize nastat, jedna musi byt suda a druha licha. Cislo a? + b? = ¢?je tedy také
liché a proto je lichd i ,,pfepona*. Necht tedy bez Gjmy na obecnosti napt. a je liché a b je sudé
Cislo. Z rovnosti @ + b? = ¢ dostaneme a’ = (¢ — b)(c + b), kde oba Cinitelé na pravé strané
jsou nesoudélnd cisla. To ukdzeme opét sporem. Kdyby c¢isla v obou zavorkach méla
spole¢ného délitele vétsiho nez jedna, pak by tento dé€litel musel délit jejich soucet 2c¢, rozdil
2b a soudin a’. Protoze a je liché, nemiize byt timto délitelem ¢&islo 2, proto tento délitel musi
délit ¢isla a, b, ¢, coz neni mozné (¢isla a, b, ¢ jsou nesoudélna).

Mame tedy rovnost a’ = (¢ —b)(c + b), kde na pravé strané jsou nesoud&lna ¢isla. Pak ale
kazdé z t&chto ¢isel musi byt druhou mocninou, ¢+ b = m?, ¢ —b = n’. ReSenim této soustavy
dostaneme

a=mn, b=

kde m, n jsou licha nesoudélna ¢isla (bez ijmy na obecnosti predpokladame m > n).

Uvedené vztahy umoziuji uréit nekone¢né¢ mnoho pythagorejskych trojic ¢isel, existuje
tedy nekone¢n¢ mnoho nepodobnych pravouhlych trojuhelnik s celo¢iselnymi délkami stran.
Pythagorejska ¢isla maji fadu zajimavych vlastnosti (viz napt. [6], [9], [13]). Uved’'me nekteré
z nich.

1. Jedna z ,,odvésen musi byt délitelna Cislem tfi.
2. Jedna z ,,odvésen* musi byt délitelna ¢islem Ctyfi.
3. Jedno z pythagorejskych ¢isel musi byt délitelné ¢islem pét.

Naznacime dikazy téchto tvrzeni. Poznamenejme jesté, Ze kazda z uvedenych tfi vlastnosti
nemusi platit pravé pro jednu stranu Pythagorejského trojuhelnika (jako u trojihelnika
o délkéch stran 3, 4, 5). Napt. u pythagorejského trojihelnika o stranach 901, 899, 60 jsou
vSechny tfi podminky splnény soucasné u odvésny délky 60.
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1. Chceme-li dokazat platnost tvrzeni 1, Ize postupovat bez Gjmy na obecnosti dikazem
platnosti nasledujici implikace:
a neni délitelné tremi = b je dé€litelné tiemi.

Necht a neni délitelné tfemi, pak je bud’to tvaru a = 3p+1 nebo a = 3p+2.

V prvnim ptipad€ ze vztahu a = mn plyne, Ze Cisla m, n davaji po dé€leni tiremi tyz zbytek.
Necht plati nejprve m = 3k+1, n = 3t+1. Cisla m, n jsou podle pfedpokladu lich4, tedy &, ¢ musi
byt suda Cisla, £k = 2u, t = 2v, potom m = 6u+1, n = 6v+1. Po dosazeni do vztahu pro b
dostaneme b = 18u® + 6u — 18 — 6v, tedy Cislo délitelné tfemi. Ptipad, kdy ¢&isla m, n davaji
pii déleni tfemi zbytek dvé, je analogicky.

V ptipadé, kdy a = 3p+2, musi Cisla m, n pti déleni tfemi davat rizné nenulové zbytky,
napt. m = 3k+1, n = 3t+2. Pak k = 2u, t = 2v+1, tedy m = 6u+1, n = 6v+5. Po dosazeni do
vztahu pro b dostaneme po Upravée opét Cislo délitelné tremi.

2. Obdobn¢ jako v ditkazu tvrzeni 1 budeme dokazovat implikaci
a neni délitelné Ctyfmi = b je délitelné Ctyimi.
Necht' a = 4u+1. Pak ze vztahu a = mn plyne, Ze ¢isla m, n lze zapsat ve tvaru m = 4k+1,
n = 4t+1. Zdivodnéni je nasledujici: Ob¢ tato ¢isla m, n jsou podle predpokladu lich4, tzn.
m = 2p+1, n = 2q+1, soucin je 4pq + 2p +2q + 1, coz ale musi byt rovno Cislu a = 4u + 1.
Cisla p, ¢ musi tedy byt suda, p = 2k, g = 2t, po dosazeni m = 4k+1, n = 4t+1. Po dosazeni do
vztahu pro odvésnu b dostaneme po tGprave Cislo délitelné ¢tyimi.

Necht’ a=4u+3. Pak ze vztahu a = mn plyne, Ze Cisla m, n jsou tvaru m = 4k+1, n = 4t+3.
Zdavodnéni je obdobné jako v ptfedchozim piipadé. Obé Cisla m, n jsou lichd, tzn. m = 2p+1,
n = 2q+1, jejich souéin je 4pg + 2p +2q + I, coz ma byt rovno &islu a = 4u + 3. Cisla p, ¢
musi tedy byt rizné parity, p = 2k, ¢ = 2t+1, po dosazeni m = 4k+1, n = 4t+3. Po dosazeni do
vztahu pro odvésnu b dostaneme po tprave Cislo délitelné Ctyimi.

Necht' a = 4u+2. Tento pfipad nemtize nastat, nebot’ podle pfedpokladu @ = mn musi byt
¢islo a liché ¢islo (m, n jsou lich4 nesoudélna Cisla).

3. Nyni nazna¢ime dikaz tvrzeni 3, podle néhoZz jedno z pythagorejskych ¢isel musi byt
délitelné péti. Postupujeme sporem. Uvazujme mnozinu M = {1,2,3,4}. Pfredpokladejme, Ze
pythagorejska Cisla ve trojici jsoutvarua =5k +r, b =5u+s,c=5v+t,kder, s, t e M.

Po dosazeni do rovnice ¢’ = @ + b? a upravé dostaneme

25 (P +u? =) + 10 (rk + su — vt) = P —r? — 5°.

Na levé strané je Cislo délitelné péti, na pravé vsak nikoliv, coZ je spor. O tom, ze ¢islo
# —r? — s’ neni pro Zadnou trojici ¢isel r, s, 1 € M délitelné péti, se 1ze piesveédeit dosazovanim
(coZ je zdlouhavé) nebo Gpravou na soucin (¢ + Vr2 + s2)(t + Vr2 — s2). Zde jediny pipad,
kdy uvedena odmocnina je pro », s € M piirozenym ¢islem, nastane u prvni z odmocnin pro
r =4, s = 3 (nebo naopak), pak ale pro zadné ¢ z mnoziny M neni dany soucin dé€litelny péti.

Pythagorejské trojice pfirozenych cCisel a s tim spojené tzv. pravouhlé pythagorejské
trojuhelniky maji i fadu dal§ich pomérné necekanych vlastnosti, jejichz diikkazy mohou slouzit
studentlim jako uzite¢nd cviceni. Na ukazku uvedeme jedno tvrzeni véetné dikazu. Pfedtim je
vSak poznamenejme, Ze pythagorejsky pravouhly trojuhelnik nikdy nemiize byt rovnoramenny
(jednalo by se pti doplnéni na ¢tverec o nesoumeéfitelnost strany a tthlopticky ctverce, coz znali
jiz matematikové ve starovékém Recku). Uvazme jesté ziejmy fakt, Ze kromé pravého tihlu jsou
v pravouhlém trojuihelniku zbylé dva tihly ostré, majici riznou velikost. Jeden z ostrych thla je
tedy nejmensi. Nyni jiz mtizeme piikroc€it k avizovanému tvrzeni (viz [8]).
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»Necht trojuhelnik A,;B,C, je pythagorejsky s délkami stran a,, b, ¢, (c; oznacuje délku
prepony), necht trojuhelnik A>B>C, je rovnez pythagorejsky s délkami stran a,, b, c: (c; zde
rovnéz oznacuje délku prepony). Necht plati ¢, = c; a necht’ ai oznacuje nejmensi vnitini vihel
trojuhelnika A;B;C;. Potom jednim z ostrych uhli trojuhelnika A.B.C: je uhel 2, .

Ditkaz: V trojthelniku A4,B,C; plati sina, = ﬂ, cosa, = ﬁ Necht A4:B:C> je takovy

¢ ¢
pravouhly trojuhelnik, pro jehoZ preponu plati ¢, = c; a ktery obsahuje jako jeden z vnitinich
ostrych uhlt thel velikosti o, = 2¢,. Dokazeme, Ze tento trojuhelnik musi byt pythagorejsky.
2a,b, _ 2a,b,

2 2

a : .
Pro uhel a, plati: —= =sina, = sin2a, = 2sina cosa, = 5, dale analogicky plati

c, c; a;, +b,
4a;b; al —2a;b} +b; . , V2 T
|cosa,|=+1-sin" a, = [1-——"1—= |[-L_——11 1 Protoze plati o, <=, o, <—,
(a; +b;) (aj +b;) 4 2
2 2

, . b a o L
a;< by, 1ze z posledniho vztahu psat —*= cosa, = —5—~L. Vezmeme-li v Gvahu ziskané
c, a; +b;
. a, 2a,b, b, bj—a; .. . ., : -
rovnosti —-=———1, —L=—L_—L vidime, Zze délky stran a b, c: jsou ve stejnych
¢, a;+b; ¢, a;+b,
pomérech jako &isla 2a,b,, b;-aj, b} +a;, tedy také trojuhelnik A4.B.C, musi byt

pythagorejsky.

b) Analogické problémy k pythagorejskym trojicim

Analogii k problému hledani pythagorejskych trojic pfirozenych ¢isel je feSeni rovnice

x3 + y3 + Z3 — u3
v mnoziné vSech celych ¢isel (viz [9]). Jedno feSeni je zndmo ze staroveku. Podle dochovanych
prameni jiz Platona zaujal vztah 3° + 4% + 5% = 6%, tzn. objem krychle o délce hrany 6 cm je
roven souctu objemt tii krychli o délkach hran 3 cm, 4 cm a 5 cm. Pfirozenou otazkou je, zda
je toto feSeni jediné, ¢i zda existuje analogicka situace i pro jiné ¢tverice krychli. Ukézeme, ze
1 zde je feSeni nekonecn€ mnoho. Postup opét pouze naznac¢ime. Jako vyhodné se jevi zavést
ve vychozi rovnici substituci # = —¢; rovnice pak piejde po Gpravé do tvaru
x3+y3+23+t3:0 (*)

Reseni budeme provadét v mnoziné viech celych ¢isel. Zde existuji i fesent trivialni, napi-.
3, =3, 4, 4. Protoze zname jiz alesponl dvé feSeni, odvodime, jak s jejich pomoci lze nalézt
feSeni dalsi. Necht’ /a, b, ¢, d], [a, B,y O] jsou dvé dvojice feseni rovnice (*). K ¢islim prvni
Ctvetice pfiteme k - nasobek ¢isel druhé Etvetice. Cislo £ uré¢ime tak, aby nova Ctvetice rovnéz
splnovala rovnici (¥). Po Gpraveé rovnice

(a+ka)+B+kf+(c+kp’+d+kd)’ =0

dostaneme s vyuzitim toho, ze ob¢ Ctvetice ¢isel splituji danou rovnici (¥), dvé mozné hodnoty

. 5 . ) aa+b’f+c’y+d’s
Cisla k: k = 0 (coz nedava nic nového) a k = ———; > 5 -
aa” +bf” +cy” +do
Po dosazeni dvou feSeni (jedno z nich obecné), napt.a =3, b=4,c=5d=-6, a=r,
p=—r y=s 6= —s, dostaneme po Upravé a substituci u = — ¢ obecné feSeni rovnice (*)

v nasledujicim tvaru (7, s jsou libovolna cela Cisla):
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x=287r+11rs—-35s°
y=21r-11rs —45°
z=35r+7rs+6s°
u=42r’+ 7rs + 55°.

Je zfeymé, ze toto obecné feseni neni jediné mozné. Dale je ziejmé, Ze existuje nekonecné
mnoho feSeni i v mnoziné vSech pfirozenych Cisel; napt. pro hodnoty » = s = I ziskdme feSeni
36° + 6% + 483 = 54°. Velmi zajimavou (a zna¢né obtiznou tilohou) je pak problém ur¢it hodnoty
celociselnych parametri 7, s, kterym odpovidaji znama feSeni rovnice (*), napt. Platonovo
feseni 3% + 43 + 5% = 6° nebo dalsi znamé feseni 6° + 1° + 8 = 95,

Nyni uvedeme feseni dalSiho problému, jehoz feseni je vSak podstatné jednodussi nez dvou
predeslych. Tim poukéazeme na fakt, Zze obtiZznost a slozitost feSeni problému neni zavisla na

sloZitosti jeho zadani. Ukolem je nalézt pét po sobé jdoucich celych &isel tak, aby soudet &tvercti
prvnich tii byl roven souctu ¢tverct poslednich dvou. K vyfeSeni sta¢i zapsat rovnici

X+ x+t2)P?=x+3)7+x+4)7

Po tpravé a vyteSeni vzniklé kvadratické rovnice dostaneme dvé feseni: x; = 10, x2 = —2.
Existuji tedy pravé dvé posloupnosti celych ¢isel s pozadovanou vlastnosti: prvnim feSenim je
10, 11, 12, 13, 14, druhé feseni je pak -2, -1, 0, 1, 2.

S vySe uvedenymi problémy uzce souvisi velkd Fermatova véta (viz napft. [6], [9], [13]).
Velka Fermatova véta souvisi s hledanim pythagorejskych trojic Cisel i s feSenim rovnice (*).
Pro uplnost piipomenme, ze Fermat ve své dob¢ predlozil tvrzeni, Ze rovnice x” + " = z" nema
v mnozin¢ prirozenych ¢isel feSeni pro n > 2 (n je piirozené Cislo). Jeho ptivodni ditkaz se vSak
nenasel (sam Fermat ve své kopii Diofantovy knihy pise, Ze objevil pozoruhodny dikaz, ktery
se vSak na okraj stranky nevejde). Vice nez 300 let se matematikové pokouseli Fermatovu
hypotézu dokazat. Teprve v roce 1992 publikoval A. Wiles 108-strankovou praci, obsahujici
poznamku k Fermatovu problému. Fermat byl matematikem s genialni intuici. V nékterych
piipadech vSak muze intuice vést k nespravnym zavérim. Euler se napf. domnival, ze
Fermatovu vétu lze zobecnit na tvrzeni:

“Soucet méne nez n n-tych mocnin prirozenych cisel nemiize byt pro n > 3 n-tou mocninou'‘.

V roce 1966 byla v8ak pomoci pocitace dokazana rovnost 27° + 84° + 110° + 133° = 144°,
a pozdé&ji 958007 + 217519% + 414560¢ = 4224814. Pro Sesté mocniny platnost ¢i neplatnost
Eulerovy domnénky neni doposud zndma.
c) Aditivni problémy teorie Cisel,

Nyni si uvedeme nékolik tvrzeni (podle [5]), tykajicich se rozkladu pfirozenych cisel, resp.

vvvvvv

nebo jen naznacime), 1ze presto danou problematiku do vyuky pro studenty zatadit. Nejprve
dvé tvrzeni o prvocislech, pochézejici od Eulera (viz [5]).

1. Je-li p prvocislo tvaru p = 4k + 1, pak existuji nesoudélna cela cisla a, b takova, Ze plati
— 20 B2
p=a-+b.

2. Necht a, b jsou celd nesoudélna cisla. Je-li cislo a® + b? délitelné prvocislem p, pak plati
p =4k + 1

Tvrzeni 2 mé zajimavy disledek, ktery z metodickych diivodl uvedeme i s dikazem.

3. Existuje nekonecné mnoho prvocisel tvaru 4k + 1.

10
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Dtikaz: Postupujeme sporem. Necht' pi, ..., p» jsou vSechna prvocisla tvaru 4k + 1.
Uvazujme &islo u = (p1- ... " pn)? + 2°. VSechna uvazovana prvocisla jsou podle predpokladu
lich4, tedy nejvétsi spole¢ny délitel Cisel (p:- ... * pn) a 2 je roven 1. Je-1i u délitelné néjakym

lichym prvocislem p (jedingym sudym prvocislem 2 délitelné byt nemuze), pak podle tvrzeni 2
plati p = 4k+ 1. Kdyby se nyni toto prvocislo p rovnalo n¢kterému z prvocisel py, ..., pn, pak by
z p/u vyplynulo, ze p/4, coz je spor s tim, ze p je liché. Prvocislo p je tedy tvaru 4k + 1
ap#piproi=1,..,n.

Nyni uvedeme tvrzeni, které dava odpovéd’ na otdzku, pro kterd pfirozena ¢isla n existuji
na kruznici x° + )? = n body s celo¢iselnymi soufadnicemi (viz [5]).

4. Prirozené cislo n Ize rozloZit na soucet dvou kvadrdati x*> + )°, pravé kdyz se
v kanonickém rozkladu cisla n nevyskytuje prvocislo ve tvaru 4k + 3 v liché mocninée.

Opét naznadime diikaz: (=) Necht' x° + 7 = n. Je-li NSD(x,y) = 1, pak podle tvrzeni 2
musi ¢islo n mit pouze prvociselné délitele tvaru 4k+1, tedy tvrzeni plati. Necht tedy NSD(x,y)
=d, d >1.Pakx’ +y?=n=d’(’ ++?), NSD(u, v) = 1. Plati tedy n = n,d’, kde jsme oznacili
n; = u? + V2. Jestlize n&jaké prvocislo p déli ¢islo n,, pak je podle 2 tvaru 4k + 1. Pokud tedy
¢islo n = n;d” ma prvociselného délitele tvaru p = 4k + 3, pak p musi byt délitelem &isla d.
Protoze ale d°/n, musi byt tento délitel p v sudé mocning.

Nyni naopak (<=). Snadno ovéfime nasledujici identitu:
(@’ + b’)(c?> + d°) = (ac ¥ bd)’ + (ad £ bc)’, podle niz soucin dvou celych ¢&isel, ktera
jsou soucty dvou kvadratl, je opét souctem dvou kvadrat. Polozime-li b = 0, dostaneme
(a’)(c* + d°) = (ac)’ + (ad)’. Kanonicky rozklad ¢isla n obsahuje prvodisla tvaru 4k+3 v sudé
mocnin¢, ddle mocniny dvou a prvocisla tvaru 4k+1. VSechna tato Cisla lze vyjadrit jako soucet
dvou kvadrati, tedy 1 » ma tuto vlastnost. RozepiSme uvedené vyjadieni:

n = (4k+3)°r- 25 (4k+1)' = [(4k+3)']? - (1> + I?) - (4k+1)" = [(4k+3)"]?- (I° + I?)° - (@® + b°),
kde soucet kvadrati v posledni zavorce plyne z tvrzeni 1. S vyuzitim vySe uvedené identity
skute¢né obdrzime ¢islo 7 jako soucet dvou kvadrata.

V posledni ¢asti ptrispévku uvedeme bez dikazl dvé tvrzeni, kterd se opét tykaji rozkladu
na soucet kvadrati.

5. (Euler) Cislo ve tvaru 4k + 1 je prvocislem, pravé kdys jej Ize jednoznacné vyjadrit jako
soucet kvadratii dvou nesoudélnych cisel. (Jednoznacnost je zde mySlena az na zdménu
sCitanct).

6. (Lagrange) Kazdé prirozené cislo je mozno vyjadrit ve tvaru souctu ctyr kvadratu
prirozenych cisel nebo nuly.

Diikazy a n€které souvislosti s témito tvrzenimi jsou dosti slozité (1ze je nalézt v [5]), avSak
jako témata zavérecnych praci jsou pfijatelnd i pro studenty.
d) Nékteré vybrané problémy teorie Cisel

V této casti uvedeme nékteré slavné problémy teorie ¢isel. Studenty zcela jisté zaujme fakt, Ze
problémy, formulované velmi jednoduchym zplisobem, jsou bud’'to dodnes Uplné nevyteseny
nebo je jejich feSeni nesmirné obtizné.

a) Goldbachova hypotéza

Goldbachova hypotéza je jeden z nejstarSich a nejslavnéjSich dosud nevyifeSenych
problémt matematiky, ktery spada do teorie Cisel. V moderni formulaci zni nasledovné:

Kazdé prirozené cislo vetsi nez 5 Ize vyjadrit jako soucet nejvyse tri prvocisel.
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Poprvé byla tato hypotéza formulovana v korespondenci mezi matematiky Christianem
Goldbachem a Leonhardem Eulerem v roce 1742 (viz [4]). V prvni poloving 18. stoleti napsal
akademik Goldbach (1690-1764) z Petrohradu svému pfiteli Eulerovi, jednomu z nejvétsich
matematikti vS§ech dob (citovano ze [4]):

,, Poslyste velmi zajimavy vikol. Vezmu libovolné cislo vétsi nez 5, napr. 77. Miizeme je vyjadrit
Jjako soucet ti'i prvocisel: 77 = 53 + 17+ 7. Zvolim jesté jiny priklad, cislo 461. Opét plati 461
=449+ 7+ 5, atd. Jak dokazeme, Ze to plati pro kazdé cislo? Libovolna zkouska tento vysledek
potvrzuje, jenZe Zivot nestaci k tomu, abychom probrali vsechna licha cisla. Potrebujeme
obecny ditkaz a ne zkousky.

Euler na dopis odpovédél, ze Goldbachiiv problém je spravny, 1 odpovéd’ je spravna, ale
dikaz se mu nepodafilo nalézt. Naopak objevil novou véc, nazvanou od téch dob Euleriv
problém:

Kazde sudé cislo, pocinaje cislem ctyri, miizeme vyjadrit jako soucet dvou prvocisel.

Jenze ani tento zdkon se mu nepodafilo obecné dokazat a pozdéjsi rozbory ukazaly, Ze

vvvvvv

problémy vzdorovaly pies dvé sté let usili mnohych matematikd.

Teprve roku 1937 se dikaz Goldbachova problému podafil sovétskému matematiku
Vinogradovovi, ktery dokazal, ze v ptirozené fadé Cisel existuje jisté veliké ¢islo, za nimz
vSechna jesté vétsi licha Cisla se daji rozloZzit na soucty tii prvocisel (viz [4]). Po témét dvaceti
letech dokézal Borodzkin, Ze Vinogradovovo &islo ny nepfevysuje hodnotu (3%)7° < 107000000,
V roce 1989 posléze dokazali Chen a Wang tuto hodnotu snizit na &islo 1043999,

Soucasné s popsanymi teoretickymi vysledky probihalo a nadale probihd provétovani
Goldbachovy hypotézy na pogita¢ich. Zatim posledni verifikaci az do hodnoty 4 x10'#provedl
v roce 1998 Joerg Richstein. Obdobu Eulerova problému se podafilo dokazat pro Sest a Ctyfi
prvocisla, na obecny ditkaz pro 3 a 2 prvocisla se vSak dosud ¢eka.

Po vice nez 260 letech marnych pokust tak Goldbachova ani Eulerova hypotéza nejsou
upln¢ dokdzany a stale neni znamo, zda plati anebo nikoliv. VétSina matematiki se ale priklani
k nazoru, Ze tato tvrzeni plati.

p) Prvociselna dvojcata

je matematicky pojem z oblasti teorie Cisel (viz [11]). Nékdy je uzivan nazev prvociselné
dvojice. Jde o dvojice pfirozenych &isel (p, p + 2) takové, Ze obé& tato cisla jsou prvocisly.
Nejmensi prvociselnou dvojici je dvojice (3, J), dale pak (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31),
(41,43), (59,61), ... Nejvetsi dosud znamda prvociselnd dvojcata jsou ndsledujici:
(3756 801 695 685 - 2666669 — [. 3 756 801 695 685 - 2666 669 + ), obé &isla této dvojice maji
(v desitkové soustave) 200 700 cifer. Dnes je znamo, Ze existuje 808 675 888 577 436

prvociselnych dvojéat mensich nez 1078,

Kromé prvni dvojice (3, 5) jsou vSechny ostatni prvociselna dvojcata tvaru (6n — I, 6n +
1) pro n ptirozené. Cisla 6n, 6n + 2, 6n + 3 a 6n + 4 jsou totiz délitelna dvéma nebo tfemi. Ne
kazda dvojice tohoto tvaru je ale prvociselnym dvojcetem — nejmensi piiklad je jiz pro n = 4.

Tento vysledek lze rozsifit na tvrzeni, ze kazda prvociselna dvojice kromé (3, 5) a (3, 7) je
ve tvaru (30k — 1, 30k + 1), (30k + 11, 30k + 13) nebo (30k + 17, 30k + 19). V ostatnich
dvojicich cisel je totiz alespon jedno Cislo dé€litelné dvéma, tfemi nebo péti. Ve vzorci pro
moznd prvociselna dvojcata (6n —1, 6n +1) mlze byt n pouze ve tvaru 5k, 5k + 2 nebo 5k + 3,
nikoli vSak 5k + I nebo 5k + 4; Cisla 6(5k + 1) — 1 =30k — 5a 6(5k +4) + 1 = 30k + 25 jsou
totiz délitelnd péti). Proto (6n — 1, 6n + 1) pron =4 =5 -0 + 4 jiz neni prvociselna dvojice.
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Hypotéza prvociselnych dvojic je dosud (zaii 2019) nedokazané tvrzeni z oblasti teorie
¢isel, podle kterého existuje nekone¢né mnoho prvociselnych dvojic. Ackoli toto tvrzeni jeste
nebylo dokazano, ptedpoklada se, Ze je pravdivé. Jeho dikaz vSak podle mnohych matematik
presahuje sou¢asné moznosti matematické teorie (viz [11], [12]).

Y) Rozklady konecnych mnozin

V této posledni ¢asti ukdzeme zajimavou aplikaci rozklada ptirozenych ¢isel na scitance.
Necht’ M je libovolné neprazdna mnozina. Pak systém 7 neprazdnych podmnoZzin mnoziny M,
splitujicich podminky:

(1) libovolné dve rizné mnoziny ze systému 7 jsou disjunktni,
(i) sjednoceni vSech mnozin ze systému 7 je rovno celé mnoziné M,

se nazyva rozklad na mnoziné¢ M, nebo téz rozklad mnoziny M. Prvky systému 7 se nazyvaji
ttidy rozkladu M.

Necht’ M je kone¢nd neprazdnd mnozina. Problémem je urcit pocCet rozkladl této mnoziny.
Reseni tohoto problému uvedeme bez ditkkazu (viz [3]).

Ozna¢me B. potet viech rozkladd na n-prvkové mnozing, n € N. Cisla B, se nazyvaji
Bellova ¢isla. Pro jejich hodnotu plati rekurentni vztahy (dtkaz viz [3]):

B =Yo(},) Bic. Bo=1.

Uved’'me né¢kolik prvnich hodnot: Bo =1, Bi =1, B2=2,B; =5, B4 =15, Bs =52, Bs = 203, ...
Je vidét, Ze s rostoucim n pocet rozkladii n-prvkové mnoziny velmi rychle roste. Uved'me
priklad pro n = 4.

Vime, Ze Cislo Ctyfi 1ze rozlozit na nezaporné celociselné s¢itance témito zpiisoby:
4=4+0,4=1+3,4=2+2,4=2+1+1,4=1+1+1+1.
Z teéchto Ciselnych rozkladu Ize napsat nasledujici rozklady ctyiprvkové mnoziny {a, b, ¢, d}:
{{a,b,c,d}}
{{a},{b,c.d}}, {{b}.{a,c.d}}, {{c}.{a,b,d}}, {{d},{ab.c}},
{{ab}.{c.d}}, {{ac},{b.d}}, {{a,d},{b,c}},
{{a},{b}.{c.d}}, {{a},{c},{b,d}}, {{a},{d}.{b,c}},
{{b}.{c}.{a.d}}, {{b},{d}.{a,c}}, {{c}.{d}.{a,b}},
{{a},{b}.{c},{d}}.

Pocet téchto rozkladu je 15, coz odpovida piislusnému Bellovu ¢islu B4 = 15.

3. Zavér

Jak je z piispévku patrné, aditivni problémy v teorii ¢isel jsou velmi snadno formulovatelné,
avsak jejich dikazy jsou mnohdy velmi obtizné a vyzaduji mnoho slozitych uvah, v fadé
pripadt nebyly nékteré hypotézy dokazany dodnes (napf. Goldbachova hypotéza nebo pocet
prvociselnych dvojcat). Zajemce z tad studentl 1ze odkéazat na fadu titulti odborné literatury.
Pro zajemce z tad studentii stfednich a vysokych skol vSak zcela urcité nejde o proniknuti do
hloubky v dané problematice. Jde o to, abychom poskytli nadanym studentim témata, na
kterych mohou prohloubit a doplnit své znalosti z a kterd mohou poslouzit k rozvoji jejich
matematického mysleni.
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