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ADITIVNI PROBLEMY TEORIE CISEL VE SKOLSKE MATEMATICE

Jaroslav BERANEK
Masarykova Univerzita Brno, Pedagogicka fakulta (Ceska republika)
beranek@ped.muni.cz

Abstrakt

V ptispévku jsou obsazeny formulace a naznaceno feSeni nékterych jednoduchych
aditivnich problému teorie cisel (urceni pythagorejskych trojic pfirozenych cisel vcetné
analogickych uloh, rozklad ¢isel na soucet kvadratd atp.). Uvedeny jsou rovnéz zajimavé
teoretické problémy, jako napf. kombinatorickd teorie rozkladii konecnych mnoZin,
Goldbachova hypotéza a prvociselna dvojcata. Uvedené problémy mohou byt vyuzity pfi vyuce
budoucich ucditeli matematiky na zakladni Skole jako nédméty k rozvijeni zdjmu studentd
o matematiku, pfipadné k jejich motivaci k dal§imu studiu matematiky.

Klicova slova: motivace, matematika, teorie ¢isel, rozklady ¢isel, Goldbachova hypotéza

ADDITIVE PROBLEMS OF NUMBER THEORY IN TEACHING OF
MATHEMATICS

Abstract

In the article there are included examples and indicated solutions of some easy additive
problems of number theory (finding Pythagorean triads of natural numbers including analogical
examples, partition of numbers into the sum of squares etc.). Among others, there are also given
some theoretical problems, like combinatorial theory of finite sets partition, Goldbach’s
hypothesis and twin primes. Such problems could be used while teaching future elementary
school mathematics teachers as a tool for deepening their interest in mathematics and their
further motivation.

Keywords: motivation, mathematics, number theory, decomposition of numbers, Goldbach's
hypothesis

1. Uvod

Mezi vyznamné ukoly ulitell matematiky na vSech stupnich Skol patii snaha o neustalé
zkvalithovani vyuky, odpovidajici novym trendim jak v matematice, tak 1 v didaktice
matematiky. Je nutno pravidelné obsah vyuky inovovat, dale pfinaset talentovanym studentiim
nové podnéty a poskytovat jim vhodna témata k jejich samostatné tviirci ¢innosti v matematice.
Vybér takovychto vhodnych témat je ovS§em mnohdy problémem; nékterd témata jsou sice
obsahov¢ zajimava, avSak po matematické strance nad sily a moZznosti studentti, jina postrada;ji
pro studenty poutavost. Naméty lze nalézt napt. v publikacich [1], [2]. V tomto pfispévku je
piedlozeno nekolik témat z teorie Cisel, ktera mohou byt pro studenty zajimava 1 po formalni
matematické strance pfistupna. Pro studenty mize jako motivacni fakt plsobit i to, Ze teorie
¢isel jako matematicka disciplina obsahuje problémy, jejichz pochopeni i formulace jsou velmi
jednoduché, avsak jejich feseni bud’to neni znamo dodnes nebo je velmi komplikované (mnoho
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otevienych a po staleti nevyfeSenych problémi v matematice (viz [7], [10]) Ize formulovat
1 prostiedky zaka zdkladni Skoly, napf. velka Fermatova véta, dokonald cisla, prvociselna
dvojcata apod.). Zaméfime se na tzv. aditivni problémy. Aditivnimi problémy teorie Cisel se
rozuméji takové ulohy, v nichz zkoumame ,,utvaieni piirozenych cisel ze sCitancti dané¢ho

typu.

2. Aditivni problémy teorie ¢isel
a) Pythagorejské trojice

Zacneme problémem urcovani pythagorejskych trojic, tzn. hledani trojic pfirozenych cisel
a, b, ¢ spliujicich vztah o’ + b’ = ¢? (otazka existence a podtu pravouhlych trojuhelniki
s celociselnymi délkami stran). Uvedeme jeden z moznych postupt odvozeni. Pro zkraceni
vyjadfovani budeme sice didakticky ne zcela pifesné, ale vystizn¢ Cisla a, b nazyvat
,»odvésnami* a €islo ¢ ,,pteponou (¢isla a, b, ¢ vyjadiuji délky ptislusnych stran trojuhelnika).
Ziejme se staci pi1 odvozeni omezit na ptipad, kdy jsou ¢isla a, b, ¢ nesoud€lna.

Nejprve sporem ukazeme, Ze jedna z ,,odvésen* musi byt sud4 a druhd lich4. Necht a, b
jsou suda ¢isla, pak ze vztahu o’ + b = ¢? plyne, Zze také c je sudé &islo, coz je spor
s pfedpokladem nesoudé€lnosti vSech tii ¢isel. Jedna z odvésen tedy musi byt licha. Nikoliv vSak
ob& dvé, jak opét sporem ukazeme. Necht' a = 2x+1, b = 2y+1, pak @’ + b? je po dosazeni
a upravé Cislo davajici po déleni Ctyfmi zbytek dvé. Vime, Ze druhd mocnina lichého ¢isla je
&islo liché, druha mocnina sudého ¢&isla je délitelna étyfmi. Cislo a? + b2 nema ani jeden z téchto
tvart, nemuze tedy byt druhou mocninou zadného pfirozeného Cisla; ptipad obou lichych
,,odvésen“ tedy nemize nastat, jedna musi byt suda a druha licha. Cislo a? + b? = ¢?je tedy také
liché a proto je lichd i ,,pfepona*. Necht tedy bez Gjmy na obecnosti napt. a je liché a b je sudé
Cislo. Z rovnosti @ + b? = ¢ dostaneme a’ = (¢ — b)(c + b), kde oba Cinitelé na pravé strané
jsou nesoudélnd cisla. To ukdzeme opét sporem. Kdyby c¢isla v obou zavorkach méla
spole¢ného délitele vétsiho nez jedna, pak by tento dé€litel musel délit jejich soucet 2c¢, rozdil
2b a soudin a’. Protoze a je liché, nemiize byt timto délitelem ¢&islo 2, proto tento délitel musi
délit ¢isla a, b, ¢, coz neni mozné (¢isla a, b, ¢ jsou nesoudélna).

Mame tedy rovnost a’ = (¢ —b)(c + b), kde na pravé strané jsou nesoud&lna ¢isla. Pak ale
kazdé z t&chto ¢isel musi byt druhou mocninou, ¢+ b = m?, ¢ —b = n’. ReSenim této soustavy
dostaneme

a=mn, b=

kde m, n jsou licha nesoudélna ¢isla (bez ijmy na obecnosti predpokladame m > n).

Uvedené vztahy umoziuji uréit nekone¢né¢ mnoho pythagorejskych trojic ¢isel, existuje
tedy nekone¢n¢ mnoho nepodobnych pravouhlych trojuhelnik s celo¢iselnymi délkami stran.
Pythagorejska ¢isla maji fadu zajimavych vlastnosti (viz napt. [6], [9], [13]). Uved’'me nekteré
z nich.

1. Jedna z ,,odvésen musi byt délitelna Cislem tfi.
2. Jedna z ,,odvésen* musi byt délitelna ¢islem Ctyfi.
3. Jedno z pythagorejskych ¢isel musi byt délitelné ¢islem pét.

Naznacime dikazy téchto tvrzeni. Poznamenejme jesté, Ze kazda z uvedenych tfi vlastnosti
nemusi platit pravé pro jednu stranu Pythagorejského trojuhelnika (jako u trojihelnika
o délkéch stran 3, 4, 5). Napt. u pythagorejského trojihelnika o stranach 901, 899, 60 jsou
vSechny tfi podminky splnény soucasné u odvésny délky 60.



Elementary Mathematics Education Journal 2021, Vol. 3, No. 1
ISSN 2694-8133

1. Chceme-li dokazat platnost tvrzeni 1, Ize postupovat bez Gjmy na obecnosti dikazem
platnosti nasledujici implikace:
a neni délitelné tremi = b je dé€litelné tiemi.

Necht a neni délitelné tfemi, pak je bud’to tvaru a = 3p+1 nebo a = 3p+2.

V prvnim ptipad€ ze vztahu a = mn plyne, Ze Cisla m, n davaji po dé€leni tiremi tyz zbytek.
Necht plati nejprve m = 3k+1, n = 3t+1. Cisla m, n jsou podle pfedpokladu lich4, tedy &, ¢ musi
byt suda Cisla, £k = 2u, t = 2v, potom m = 6u+1, n = 6v+1. Po dosazeni do vztahu pro b
dostaneme b = 18u® + 6u — 18 — 6v, tedy Cislo délitelné tfemi. Ptipad, kdy ¢&isla m, n davaji
pii déleni tfemi zbytek dvé, je analogicky.

V ptipadé, kdy a = 3p+2, musi Cisla m, n pti déleni tfemi davat rizné nenulové zbytky,
napt. m = 3k+1, n = 3t+2. Pak k = 2u, t = 2v+1, tedy m = 6u+1, n = 6v+5. Po dosazeni do
vztahu pro b dostaneme po Upravée opét Cislo délitelné tremi.

2. Obdobn¢ jako v ditkazu tvrzeni 1 budeme dokazovat implikaci
a neni délitelné Ctyfmi = b je délitelné Ctyimi.
Necht' a = 4u+1. Pak ze vztahu a = mn plyne, Ze ¢isla m, n lze zapsat ve tvaru m = 4k+1,
n = 4t+1. Zdivodnéni je nasledujici: Ob¢ tato ¢isla m, n jsou podle predpokladu lich4, tzn.
m = 2p+1, n = 2q+1, soucin je 4pq + 2p +2q + 1, coz ale musi byt rovno Cislu a = 4u + 1.
Cisla p, ¢ musi tedy byt suda, p = 2k, g = 2t, po dosazeni m = 4k+1, n = 4t+1. Po dosazeni do
vztahu pro odvésnu b dostaneme po tGprave Cislo délitelné ¢tyimi.

Necht’ a=4u+3. Pak ze vztahu a = mn plyne, Ze Cisla m, n jsou tvaru m = 4k+1, n = 4t+3.
Zdavodnéni je obdobné jako v ptfedchozim piipadé. Obé Cisla m, n jsou lichd, tzn. m = 2p+1,
n = 2q+1, jejich souéin je 4pg + 2p +2q + I, coz ma byt rovno &islu a = 4u + 3. Cisla p, ¢
musi tedy byt rizné parity, p = 2k, ¢ = 2t+1, po dosazeni m = 4k+1, n = 4t+3. Po dosazeni do
vztahu pro odvésnu b dostaneme po tprave Cislo délitelné Ctyimi.

Necht' a = 4u+2. Tento pfipad nemtize nastat, nebot’ podle pfedpokladu @ = mn musi byt
¢islo a liché ¢islo (m, n jsou lich4 nesoudélna Cisla).

3. Nyni nazna¢ime dikaz tvrzeni 3, podle néhoZz jedno z pythagorejskych ¢isel musi byt
délitelné péti. Postupujeme sporem. Uvazujme mnozinu M = {1,2,3,4}. Pfredpokladejme, Ze
pythagorejska Cisla ve trojici jsoutvarua =5k +r, b =5u +s,c=5v+t,kder, s, t e M.

Po dosazeni do rovnice ¢’ = @ + b? a upravé dostaneme

25 (P +u? =) + 10 (rk + su — vt) = P —r? — 5°.

Na levé strané je Cislo délitelné péti, na pravé vsak nikoliv, coZ je spor. O tom, ze ¢islo
# —r? — s’ neni pro Zadnou trojici ¢isel r, s, 1 € M délitelné péti, se 1ze piesveédeit dosazovanim
(coZ je zdlouhavé) nebo Gpravou na soucin (¢ + Vr2 + s2)(t + Vr2 — s2). Zde jediny pipad,
kdy uvedena odmocnina je pro », s € M piirozenym ¢islem, nastane u prvni z odmocnin pro
r =4, s = 3 (nebo naopak), pak ale pro zadné ¢ z mnoziny M neni dany soucin dé€litelny péti.

Pythagorejské trojice pfirozenych cCisel a s tim spojené tzv. pravouhlé pythagorejské
trojuhelniky maji i fadu dal§ich pomérné necekanych vlastnosti, jejichz diikkazy mohou slouzit
studentlim jako uzite¢nd cviceni. Na ukazku uvedeme jedno tvrzeni véetné dikazu. Pfedtim je
vSak poznamenejme, Ze pythagorejsky pravouhly trojuhelnik nikdy nemiize byt rovnoramenny
(jednalo by se pti doplnéni na ¢tverec o nesoumeéfitelnost strany a tthlopticky ctverce, coz znali
jiz matematikové ve starovékém Recku). Uvazme jesté ziejmy fakt, Ze kromé pravého tihlu jsou
v pravouhlém trojuihelniku zbylé dva tihly ostré, majici riznou velikost. Jeden z ostrych thla je
tedy nejmensi. Nyni jiz mtizeme piikroc€it k avizovanému tvrzeni (viz [8]).
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»Necht trojuhelnik A,;B,C, je pythagorejsky s délkami stran a,, b, ¢, (c; oznacuje délku
prepony), necht trojuhelnik A>B>C, je rovnez pythagorejsky s délkami stran a,, b, c: (c; zde
rovnéz oznacuje délku prepony). Necht plati ¢, = c; a necht’ ai oznacuje nejmensi vnitini vihel
trojuhelnika A;B;C;. Potom jednim z ostrych uhli trojuhelnika A.B.C: je uhel 2, .

Ditkaz: V trojthelniku A4,B,C; plati sina, = ﬂ, cosa, = ﬁ Necht A4:B:C> je takovy

¢ ¢
pravouhly trojuhelnik, pro jehoZ preponu plati ¢, = c; a ktery obsahuje jako jeden z vnitinich
ostrych uhlt thel velikosti o, = 2¢,. Dokazeme, Ze tento trojuhelnik musi byt pythagorejsky.
2a,b, _ 2a,b,

2 2

a : .
Pro uhel a, plati: —= =sina, = sin2a, = 2sina cosa, = 5, dale analogicky plati

c, c; a;, +b,
4a;b; al —2a;b} +b; . , V2 T
|cosa,|=+1-sin" a, = [1-——"1—= |[-L_——11 1 Protoze plati o, <=, o, <—,
(a; +b;) (aj +b;) 4 2
2 2

, . b a o L
a;< by, 1ze z posledniho vztahu psat —*= cosa, = —5—~L. Vezmeme-li v Gvahu ziskané
c, a; +b;
. a, 2a,b, b, bj—a; .. . ., : -
rovnosti —-=———1, —L=—L_—L vidime, Zze délky stran a b, c: jsou ve stejnych
¢, a;+b; ¢, a;+b,
pomérech jako &isla 2a,b,, b;-aj, b} +a;, tedy také trojuhelnik A4.B.C, musi byt

pythagorejsky.

b) Analogické problémy k pythagorejskym trojicim

Analogii k problému hledani pythagorejskych trojic pfirozenych ¢isel je feSeni rovnice

x3 + y3 + Z3 — u3
v mnoziné vSech celych ¢isel (viz [9]). Jedno feSeni je zndmo ze staroveku. Podle dochovanych
prameni jiz Platona zaujal vztah 3° + 4% + 5% = 6%, tzn. objem krychle o délce hrany 6 cm je
roven souctu objemt tii krychli o délkach hran 3 cm, 4 cm a 5 cm. Pfirozenou otazkou je, zda
je toto feSeni jediné, ¢i zda existuje analogicka situace i pro jiné ¢tverice krychli. Ukézeme, ze
1 zde je feSeni nekonecn€ mnoho. Postup opét pouze naznac¢ime. Jako vyhodné se jevi zavést
ve vychozi rovnici substituci # = —¢; rovnice pak piejde po Gpravé do tvaru
x3+y3+23+t3:0 (*)

Reseni budeme provadét v mnoziné viech celych ¢isel. Zde existuji i fesent trivialni, napi-.
3, =3, 4, 4. Protoze zname jiz alesponl dvé feSeni, odvodime, jak s jejich pomoci lze nalézt
feSeni dalsi. Necht’ /a, b, ¢, d], [a, B,y O] jsou dvé dvojice feseni rovnice (*). K ¢islim prvni
Ctvetice pfiteme k - nasobek ¢isel druhé Etvetice. Cislo £ uré¢ime tak, aby nova Ctvetice rovnéz
splnovala rovnici (¥). Po Gpraveé rovnice

(a+ka)+B+kf+(c+kp’+d+kd)’ =0

dostaneme s vyuzitim toho, ze ob¢ Ctvetice ¢isel splituji danou rovnici (¥), dvé mozné hodnoty

. 5 . ) aa+b’f+c’y+d’s
Cisla k: k = 0 (coz nedava nic nového) a k = ———; > 5 -
aa” +bf” +cy” +do
Po dosazeni dvou feSeni (jedno z nich obecné), napt.a =3, b=4,c=5d=-6, a=r,
p=—r y=s 6= —s, dostaneme po Upravé a substituci u = — ¢ obecné feSeni rovnice (*)

v nasledujicim tvaru (7, s jsou libovolna cela Cisla):
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x=287r+11rs—-35s°
y=21r-11rs —45°
z=35r+7rs+6s°
u=42r’+ 7rs + 55°.

Je zfeymé, ze toto obecné feseni neni jediné mozné. Dale je ziejmé, Ze existuje nekonecné
mnoho feSeni i v mnoziné vSech pfirozenych Cisel; napt. pro hodnoty » = s = I ziskdme feSeni
36° + 6% + 483 = 54°. Velmi zajimavou (a zna¢né obtiznou tilohou) je pak problém ur¢it hodnoty
celociselnych parametri 7, s, kterym odpovidaji znama feSeni rovnice (*), napt. Platonovo
feseni 3% + 43 + 5% = 6° nebo dalsi znamé feseni 6° + 1° + 8 = 95,

Nyni uvedeme feseni dalSiho problému, jehoz feseni je vSak podstatné jednodussi nez dvou
predeslych. Tim poukéazeme na fakt, Zze obtiZznost a slozitost feSeni problému neni zavisla na

sloZitosti jeho zadani. Ukolem je nalézt pét po sobé jdoucich celych &isel tak, aby soudet &tvercti
prvnich tii byl roven souctu ¢tverct poslednich dvou. K vyfeSeni sta¢i zapsat rovnici

X+ x+t2)P?=x+3)7+x+4)7

Po tpravé a vyteSeni vzniklé kvadratické rovnice dostaneme dvé feseni: x; = 10, x2 = —2.
Existuji tedy pravé dvé posloupnosti celych ¢isel s pozadovanou vlastnosti: prvnim feSenim je
10, 11, 12, 13, 14, druhé feseni je pak -2, -1, 0, 1, 2.

S vySe uvedenymi problémy uzce souvisi velkd Fermatova véta (viz napft. [6], [9], [13]).
Velka Fermatova véta souvisi s hledanim pythagorejskych trojic Cisel i s feSenim rovnice (*).
Pro uplnost piipomenme, ze Fermat ve své dob¢ predlozil tvrzeni, Ze rovnice x” + " = z" nema
v mnozin¢ prirozenych ¢isel feSeni pro n > 2 (n je piirozené Cislo). Jeho ptivodni ditkaz se vSak
nenasel (sam Fermat ve své kopii Diofantovy knihy pise, Ze objevil pozoruhodny dikaz, ktery
se vSak na okraj stranky nevejde). Vice nez 300 let se matematikové pokouseli Fermatovu
hypotézu dokazat. Teprve v roce 1992 publikoval A. Wiles 108-strankovou praci, obsahujici
poznamku k Fermatovu problému. Fermat byl matematikem s genialni intuici. V nékterych
piipadech vSak muze intuice vést k nespravnym zavérim. Euler se napf. domnival, ze
Fermatovu vétu lze zobecnit na tvrzeni:

“Soucet méne nez n n-tych mocnin prirozenych cisel nemiize byt pro n > 3 n-tou mocninou'‘.

V roce 1966 byla v8ak pomoci pocitace dokazana rovnost 27° + 84° + 110° + 133° = 144°,
a pozdé&ji 958007 + 217519% + 414560¢ = 4224814. Pro Sesté mocniny platnost ¢i neplatnost
Eulerovy domnénky neni doposud zndma.
c) Aditivni problémy teorie Cisel,

Nyni si uvedeme nékolik tvrzeni (podle [5]), tykajicich se rozkladu pfirozenych cisel, resp.

vvvvvv

nebo jen naznacime), 1ze presto danou problematiku do vyuky pro studenty zatadit. Nejprve
dvé tvrzeni o prvocislech, pochézejici od Eulera (viz [5]).

1. Je-li p prvocislo tvaru p = 4k + 1, pak existuji nesoudélna cela cisla a, b takova, Ze plati
— 20 B2
p=a-+b.

2. Necht a, b jsou celd nesoudélna cisla. Je-li cislo a® + b? délitelné prvocislem p, pak plati
p =4k + 1

Tvrzeni 2 mé zajimavy disledek, ktery z metodickych diivodl uvedeme i s dikazem.

3. Existuje nekonecné mnoho prvocisel tvaru 4k + 1.

10
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Dtikaz: Postupujeme sporem. Necht' pi, ..., p» jsou vSechna prvocisla tvaru 4k + 1.
Uvazujme &islo u = (p1- ... " pn)? + 2°. VSechna uvazovana prvocisla jsou podle predpokladu
lich4, tedy nejvétsi spole¢ny délitel Cisel (p:- ... * pn) a 2 je roven 1. Je-1i u délitelné néjakym

lichym prvocislem p (jedingym sudym prvocislem 2 délitelné byt nemuze), pak podle tvrzeni 2
plati p = 4k+ 1. Kdyby se nyni toto prvocislo p rovnalo n¢kterému z prvocisel py, ..., pn, pak by
z p/u vyplynulo, ze p/4, coz je spor s tim, ze p je liché. Prvocislo p je tedy tvaru 4k + 1
ap#piproi=1,..,n.

Nyni uvedeme tvrzeni, které dava odpovéd’ na otdzku, pro kterd pfirozena ¢isla n existuji
na kruznici x° + )? = n body s celo¢iselnymi soufadnicemi (viz [5]).

4. Prirozené cislo n Ize rozloZit na soucet dvou kvadrdati x*> + )°, pravé kdyz se
v kanonickém rozkladu cisla n nevyskytuje prvocislo ve tvaru 4k + 3 v liché mocninée.

Opét naznadime diikaz: (=) Necht' x° + 7 = n. Je-li NSD(x,y) = 1, pak podle tvrzeni 2
musi ¢islo n mit pouze prvociselné délitele tvaru 4k+1, tedy tvrzeni plati. Necht tedy NSD(x,y)
=d, d >1.Pakx’ +y?=n=d’(’ ++?), NSD(u, v) = 1. Plati tedy n = n,d’, kde jsme oznacili
n; = u? + V2. Jestlize n&jaké prvocislo p déli ¢islo n,, pak je podle 2 tvaru 4k + 1. Pokud tedy
¢islo n = n;d” ma prvociselného délitele tvaru p = 4k + 3, pak p musi byt délitelem &isla d.
Protoze ale d°/n, musi byt tento délitel p v sudé mocning.

Nyni naopak (<=). Snadno ovéfime nasledujici identitu:
(@’ + b’)(c?> + d°) = (ac ¥ bd)’ + (ad £ bc)’, podle niz soucin dvou celych ¢&isel, ktera
jsou soucty dvou kvadratl, je opét souctem dvou kvadrat. Polozime-li b = 0, dostaneme
(a’)(c* + d°) = (ac)’ + (ad)’. Kanonicky rozklad ¢isla n obsahuje prvodisla tvaru 4k+3 v sudé
mocnin¢, ddle mocniny dvou a prvocisla tvaru 4k+1. VSechna tato Cisla lze vyjadrit jako soucet
dvou kvadrati, tedy 1 » ma tuto vlastnost. RozepiSme uvedené vyjadieni:

n = (4k+3)°r- 25 (4k+1)' = [(4k+3)']? - (1> + I?) - (4k+1)" = [(4k+3)"]?- (I° + I?)° - (@® + b°),
kde soucet kvadrati v posledni zavorce plyne z tvrzeni 1. S vyuzitim vySe uvedené identity
skute¢né obdrzime ¢islo 7 jako soucet dvou kvadrata.

V posledni ¢asti ptrispévku uvedeme bez dikazl dvé tvrzeni, kterd se opét tykaji rozkladu
na soucet kvadrati.

5. (Euler) Cislo ve tvaru 4k + 1 je prvocislem, pravé kdys jej Ize jednoznacné vyjadrit jako
soucet kvadratii dvou nesoudélnych cisel. (Jednoznacnost je zde mySlena az na zdménu
sCitanct).

6. (Lagrange) Kazdé prirozené cislo je mozno vyjadrit ve tvaru souctu ctyr kvadratu
prirozenych cisel nebo nuly.

Diikazy a n€které souvislosti s témito tvrzenimi jsou dosti slozité (1ze je nalézt v [5]), avSak
jako témata zavérecnych praci jsou pfijatelnd i pro studenty.
d) Nékteré vybrané problémy teorie Cisel

V této casti uvedeme nékteré slavné problémy teorie ¢isel. Studenty zcela jisté zaujme fakt, Ze
problémy, formulované velmi jednoduchym zplisobem, jsou bud’'to dodnes Uplné nevyteseny
nebo je jejich feSeni nesmirné obtizné.

a) Goldbachova hypotéza

Goldbachova hypotéza je jeden z nejstarSich a nejslavnéjSich dosud nevyifeSenych
problémt matematiky, ktery spada do teorie Cisel. V moderni formulaci zni nasledovné:

Kazdé prirozené cislo vetsi nez 5 Ize vyjadrit jako soucet nejvyse tri prvocisel.

11
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Poprvé byla tato hypotéza formulovana v korespondenci mezi matematiky Christianem
Goldbachem a Leonhardem Eulerem v roce 1742 (viz [4]). V prvni poloving 18. stoleti napsal
akademik Goldbach (1690-1764) z Petrohradu svému pfiteli Eulerovi, jednomu z nejvétsich
matematikti vS§ech dob (citovano ze [4]):

,, Poslyste velmi zajimavy vikol. Vezmu libovolné cislo vétsi nez 5, napr. 77. Miizeme je vyjadrit
Jjako soucet ti'i prvocisel: 77 = 53 + 17+ 7. Zvolim jesté jiny priklad, cislo 461. Opét plati 461
=449+ 7+ 5, atd. Jak dokazeme, Ze to plati pro kazdé cislo? Libovolna zkouska tento vysledek
potvrzuje, jenZe Zivot nestaci k tomu, abychom probrali vsechna licha cisla. Potrebujeme
obecny ditkaz a ne zkousky.

Euler na dopis odpovédél, ze Goldbachiiv problém je spravny, 1 odpovéd’ je spravna, ale
dikaz se mu nepodafilo nalézt. Naopak objevil novou véc, nazvanou od téch dob Euleriv
problém:

Kazde sudé cislo, pocinaje cislem ctyri, miizeme vyjadrit jako soucet dvou prvocisel.

Jenze ani tento zdkon se mu nepodafilo obecné dokazat a pozdéjsi rozbory ukazaly, Ze

vvvvvv

problémy vzdorovaly pies dvé sté let usili mnohych matematikd.

Teprve roku 1937 se dikaz Goldbachova problému podafil sovétskému matematiku
Vinogradovovi, ktery dokazal, ze v ptirozené fadé Cisel existuje jisté veliké ¢islo, za nimz
vSechna jesté vétsi licha Cisla se daji rozloZzit na soucty tii prvocisel (viz [4]). Po témét dvaceti
letech dokézal Borodzkin, Ze Vinogradovovo &islo ny nepfevysuje hodnotu (3%)7° < 107000000,
V roce 1989 posléze dokazali Chen a Wang tuto hodnotu snizit na &islo 1043999,

Soucasné s popsanymi teoretickymi vysledky probihalo a nadale probihd provétovani
Goldbachovy hypotézy na pogita¢ich. Zatim posledni verifikaci az do hodnoty 4 x10'#provedl
v roce 1998 Joerg Richstein. Obdobu Eulerova problému se podafilo dokazat pro Sest a Ctyfi
prvocisla, na obecny ditkaz pro 3 a 2 prvocisla se vSak dosud ¢eka.

Po vice nez 260 letech marnych pokust tak Goldbachova ani Eulerova hypotéza nejsou
upln¢ dokdzany a stale neni znamo, zda plati anebo nikoliv. VétSina matematiki se ale priklani
k nazoru, Ze tato tvrzeni plati.

p) Prvociselna dvojcata

je matematicky pojem z oblasti teorie Cisel (viz [11]). Nékdy je uzivan nazev prvociselné
dvojice. Jde o dvojice pfirozenych &isel (p, p + 2) takové, Ze obé& tato cisla jsou prvocisly.
Nejmensi prvociselnou dvojici je dvojice (3, J), dale pak (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31),
(41,43), (59,61), ... Nejvetsi dosud znamda prvociselnd dvojcata jsou ndsledujici:
(3756 801 695 685 - 2666669 — [. 3 756 801 695 685 - 2666 669 + ), obé &isla této dvojice maji
(v desitkové soustave) 200 700 cifer. Dnes je znamo, Ze existuje 808 675 888 577 436

prvociselnych dvojéat mensich nez 1078,

Kromé prvni dvojice (3, 5) jsou vSechny ostatni prvociselna dvojcata tvaru (6n — I, 6n +
1) pro n ptirozené. Cisla 6n, 6n + 2, 6n + 3 a 6n + 4 jsou totiz délitelna dvéma nebo tfemi. Ne
kazda dvojice tohoto tvaru je ale prvociselnym dvojcetem — nejmensi piiklad je jiz pro n = 4.

Tento vysledek lze rozsifit na tvrzeni, ze kazda prvociselna dvojice kromé (3, 5) a (3, 7) je
ve tvaru (30k — 1, 30k + 1), (30k + 11, 30k + 13) nebo (30k + 17, 30k + 19). V ostatnich
dvojicich cisel je totiz alespon jedno Cislo dé€litelné dvéma, tfemi nebo péti. Ve vzorci pro
moznd prvociselna dvojcata (6n —1, 6n +1) mlze byt n pouze ve tvaru 5k, 5k + 2 nebo 5k + 3,
nikoli vSak 5k + I nebo 5k + 4; Cisla 6(5k + 1) — 1 =30k — 5a 6(5k +4) + 1 = 30k + 25 jsou
totiz délitelnd péti). Proto (6n — 1, 6n + 1) pron =4 =5 -0 + 4 jiz neni prvociselna dvojice.
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Hypotéza prvociselnych dvojic je dosud (zaii 2019) nedokazané tvrzeni z oblasti teorie
¢isel, podle kterého existuje nekone¢né mnoho prvociselnych dvojic. Ackoli toto tvrzeni jeste
nebylo dokazano, ptedpoklada se, Ze je pravdivé. Jeho dikaz vSak podle mnohych matematik
presahuje sou¢asné moznosti matematické teorie (viz [11], [12]).

Y) Rozklady konecnych mnozin

V této posledni ¢asti ukdzeme zajimavou aplikaci rozklada ptirozenych ¢isel na scitance.
Necht’ M je libovolné neprazdna mnozina. Pak systém 7 neprazdnych podmnoZzin mnoziny M,
splitujicich podminky:

(1) libovolné dve rizné mnoziny ze systému 7 jsou disjunktni,
(i) sjednoceni vSech mnozin ze systému 7 je rovno celé mnoziné M,

se nazyva rozklad na mnoziné¢ M, nebo téz rozklad mnoziny M. Prvky systému 7 se nazyvaji
ttidy rozkladu M.

Necht’ M je kone¢nd neprazdnd mnozina. Problémem je urcit pocCet rozkladl této mnoziny.
Reseni tohoto problému uvedeme bez ditkkazu (viz [3]).

Ozna¢me B. potet viech rozkladd na n-prvkové mnozing, n € N. Cisla B, se nazyvaji
Bellova ¢isla. Pro jejich hodnotu plati rekurentni vztahy (dtkaz viz [3]):

B =Yo(},) Bic. Bo=1.

Uved’'me né¢kolik prvnich hodnot: Bo =1, Bi =1, B2=2,B; =5, B4 =15, Bs =52, Bs = 203, ...
Je vidét, Ze s rostoucim n pocet rozkladii n-prvkové mnoziny velmi rychle roste. Uved'me
priklad pro n = 4.

Vime, Ze Cislo Ctyfi 1ze rozlozit na nezaporné celociselné s¢itance témito zpiisoby:
4=4+0,4=1+3,4=2+2,4=2+1+1,4=1+1+1+1.
Z teéchto Ciselnych rozkladu Ize napsat nasledujici rozklady ctyiprvkové mnoziny {a, b, ¢, d}:
{{a,b,c,d}}
{{a},{b,c.d}}, {{b}.{a,c.d}}, {{c}.{a,b,d}}, {{d},{ab.c}},
{{ab}.{c.d}}, {{ac},{b.d}}, {{a,d},{b,c}},
{{a},{b}.{c.d}}, {{a},{c},{b,d}}, {{a},{d}.{b,c}},
{{b}.{c}.{a.d}}, {{b},{d}.{a,c}}, {{c}.{d}.{a,b}},
{{a},{b}.{c},{d}}.

Pocet téchto rozkladu je 15, coz odpovida piislusnému Bellovu ¢islu B4 = 15.

3. Zavér

Jak je z piispévku patrné, aditivni problémy v teorii ¢isel jsou velmi snadno formulovatelné,
avsak jejich dikazy jsou mnohdy velmi obtizné a vyzaduji mnoho slozitych uvah, v fadé
pripadt nebyly nékteré hypotézy dokazany dodnes (napf. Goldbachova hypotéza nebo pocet
prvociselnych dvojcat). Zajemce z tad studentl 1ze odkéazat na fadu titulti odborné literatury.
Pro zajemce z tad studentii stfednich a vysokych skol vSak zcela urcité nejde o proniknuti do
hloubky v dané problematice. Jde o to, abychom poskytli nadanym studentim témata, na
kterych mohou prohloubit a doplnit své znalosti z a kterd mohou poslouzit k rozvoji jejich
matematického mysleni.
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Abstrakt

Rychle tempo technologického pokroku ma vyrazny a nepopieratelny vplyv na rozvoj
spolocnosti vo vSetkych jej oblastiach, vratane vzdelavania. Nové technologie mozu byt
v klasickom aj v online vzdelavacom priestore pouzité v réznych situaciach ako kognitivno-
prieskumné nastroje, ako prostriedok na vyhladdvanie a zhromaZzd'ovanie informadcii, ako
prostriedok na komunikéciu a interakciu medzi ucitel'om a Studentmi alebo medzi Studentmi
navzdjom. V edukdcii su technologie zaroven nositeI'mi vyziev ale aj uskali spojenych s ich
vyuzitim. V prispevku je nacrtnuta zakladna charakteristika vybranych technologii a aktualne
vyskumné problémy rieSené v tejto oblasti so zameranim na matematicku edukéciu. Vystupy
st dokumentované SWOT analyzami zaradenia vybranych digitalnych technolégii (digitalne
hry, rozSirend realita a virtudlna realita) do matematickej edukacie.

Klucové slova: digitalne hry, rozsirena realita, virtudlna realita, matematick4 edukacia

BENEFITS AND DIFFICULTIES OF INCLUDING “NEW” DIGITAL
TECHNOLOGIES IN MATHEMATICAL EDUCATION

Abstract

The rapid pace of technological progress has a significant and undeniable impact on the
development of society in all its areas, including education. New technologies can be used in
various situations in both classical and online educational spaces, as cognitive-research tools,
as a means of searching and gathering information, as a means of communication and
interaction between teacher and students or between students and each other. In education,
technologies are both bearers of challenges and pitfalls associated with their use. The paper
outlines the basic characteristics of selected technologies and current research problems solved
in this area with a focus on mathematical education. The outputs are documented by SWOT
analyzes of the inclusion of selected digital technologies (digital games, augmented reality, and
virtual reality) in mathematical education.

Keywords: digital games, augmented reality, virtual reality, mathematical education

1. Uvod

S prichodom reforiem zdodraziiujucich potrebu transformécie tradi¢nych vyucovacich
metdd, pozadujtcich rozvoj kritického myslenia, spolupréce, angazovany pristup k rieSeniu
problémov a v neposlednom rade formovanie informa¢ného vedomia Studentov sa viaceri
autori zhoduji na potrebe ziskania solidnych empirickych dokazov o dosahu technologii na
vzdelavanie (Deng et al., 2020, Tsai & Tsai, 2020, Mayer, 2015). Z mnozstva existujucich
a v edukacnej praxi dosiahnutel'nych digitalnych technologii sa v prispevku zameriame na tie,
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ktoré st v sucasnosti, v ramci laického ale i odborného diskurzu, ¢asto oznacované privlastkom
,»hoveé“. Novost’ technoldgie vSak nie je, predovSetkym v odbornom diskurze, chapana len
v Casovej rovine. Je interpretovana vo vzt'ahu k pohlcujiicim a interaktivnym moznostiam,
ktoré, v rdmci zapojenia 3D efektov, tieto technologie ponukaji. Vyber sme teda fokusovali na
analyzu vyhod a tuskali, ktoré so sebou prinasa vc¢lenenie digitalnych hier, rozsirenej reality
a virtualnej reality do matematickej edukéacie, s oh'adom na mozné ziskavanie matematickych
poznatkov ¢iastocnym alebo uplnym ponorenim sa do virtualneho sveta.

2. Digitalne hry

Digitalne hry charakterizuju viaceri autori (Svitavsky, 2017, Rutter & Bryce, 2006)
obdobne. Spolo¢nym znakom ich zavedenia je pochopenie digitalnych hier ako komerénych
produktov vyvijanych a distribuovanych etablovanymi medidlnymi spolo¢nost’ami, ktoré¢ su
zalozené na interakcii s uzivatel'om a maju charakter zdbavy, odreagovania alebo vzdelavania.
Dumbleton a Kirriemuir (2006) konkretizuju ¢asté dopliianie hrovej linie znAmymi postavami
a scenarmi z medidlneho prostredia (komiks, kniha, televizia, kino). Svitavsky (2017)
v charakteristike hier navyse zmiefuje aj zdmer socializacie s ostatnymi hra¢mi. Tsai Y. a Tsai
Ch. (2020) oznacuju digitalne hry uréené pre vzdelavanie pojmom vzdelavacie resp. edukacné
hry, nakol'ko prave tieto edukaéné hry maji, podla uvedenych autorov, tendenciu nendsilnou
formou dopliiat’ v nich vytvoreny herny svet o atribiit poznania.

Je faktom, Ze hra zohrava délezita funkciu v kognitivnom vyvine a uceni sa ¢loveka, pricom
motivécia k u€eniu je jednym zo zdrojov pozitivnych vzdelavacich vysledkov. Podl'a Larkina
(2015) je preto mozné vzdelavacie hry povazovat za prostriedky, ktoré maju vyznamny
potencial pre podporu ucenia sa a to aj v matematike. Ich analyza a z nej vyplyvajlce zistenia,
v kontexte tohto prispevku, vychadzaju z vysledkov troch réznych metaanalyz (Hays, 2005,
Randel et al., 1992, Vogel et al., 2006) a 7 vyskumnych $tadii (Anghel & Anghel, 2014,
Arvanitaki & Zaranis, 2020, Dumbleton & Kirriemuir, 2006, Fesakis et al., 2018, Kyriakides
et al., 2016, Litster 2020, Moyer & Packenham, 2019). Z nich extrahujeme zistenia tykajice sa
zapojenia digitalnych hier do matematickej edukécie.

Tabulka 1. Prehlad zisteni z vyskumnych Setreni zameranych na vplyv edukaénych hier
zaClenenych do matematickej edukacie

Oblast’ vyskumu/Studie Zistenia:

Edukac¢na hra - dizajnové prvky e aspekty hratelnosti v technologii, s ktorou
matematickych hier (napr. virtudlna edukanti  interaguji, ovplyviiuji  ich
manipuldcia s objektami, funkcionalita prezivanie a nasledny vykon mimo hry,
dostupna v edukacnej hre) e interakcie edukantov s funkciami (napr.

napoved’) mozu zohravat’ dolezita ulohu pri
prenose u¢enia sa mimo hru,

Prenositel'nost’ ucenia sa z kontextu e dobre navrhnutd digitdlna hra ma vysoky
digitalnych hier na vykon mimo potencial prenosu wucenia do dalSich
digitalneho prostredia (testy, resp. kontextov,

z hernych do skuto¢nych kontextov) e vramci personalizovaného pristupu nema

kazda digitdlna matematickd hra rovnaky
vplyv na kazdého edukanta,

Frekvencia hrania o vysledky vplyvu frekvencie  hrania
digitalnych hier na sledované vystupy
matematickej edukécie su protichodné,
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Rodova zavislost’ e prenositelnost’ uenia sa mimo kontext hry
v zavislosti na rode nie je Statisticky
preukdzana (chlapci - mierne lepSie vysledky
pri rieSeni problémovych uloh, dievcata -
mierne lepSie vysledky vo vypoctovych
ulohéch),

e preferencia typu spitnej vizby a vyberu
interaktivnych  prvkov v matematickych
hrach sa rodovo 1i§i (chlapci — vyber
podmieneny motivaciou a interaktivitou
prvkov, diev¢ata - vyber podmieneny snahou
0 porozumenie obsahu uc¢iva z matematiky),

Ucitel e je vyznamne ovplyviluyjucim faktorom
v pripade vyberu hry a sposobu jej pouzitia
vo vyucbe,

Ziak - existujuce postoje k matematike e vramci kvalitativnych studii bol

identifikovany  pozitivny  vplyv = na
angazované spravanie sa v hre a vplyv na
z4ujem o v€asnu intervenciu,

Ziak - predchadzajiice znalosti e pozitivny vplyv na vnimanie intervencie.

z matematiky

Zistenia, v pripade S$tadii zameranych na porovnanie vystupov Zziakov po zaradeni
didaktickych hier do vyucby matematiky oproti vystupom ziakov vzdelavanych transmisivnymi
vyuCovacimi metodami, poskytuju empirick¢é dokazy podporujuce gamifikaciu vyucby.
Edukacné hry, v podobe autorsky vytvorenych vyskumnych nastrojov, boli aplikované do
roznych oblasti matematickej edukécie a roznych procesnych faz realizacie vzdelavania. Pri
vyvoji edukacnych hier aich inkorporécii do vyucby matematiky bol v Stadiach citatelny
predpoklad reSpektovania potrieb Ziakov a s nimi suvisiacich poziadaviek kladenych na ich
matematické vzdeldvanie. Okrajovou otazkou rieSenou v uvedenych Stadiach vSak zostava
subezny psychosocidlny vplyv edukaénych hier na skimané cielové skupiny edukantov,
nakolko pri vSetkych hrach (aj tych didaktickych) existuje urcitd motivacia hrania sytena
pocitom uspokojenia, vitazstva, dosiahnutia ciel’a ale aj straty zabran, pocitom vznikajuceho
napitia, potreby odvahy az riskovania, a to predovsetkym vtedy, ked’ je stimul hry prevazeny
emociami. Pri interpretacii vysledkov je teda potrebné zvazovat nielen vplyv jednotlivych
atribttov, ale aj ich kumulovany vplyv vzhl'adom na existenciu priamych i nepriamych vézieb
medzi nimi.

3. RozS§irena realita

Vyucba matematiky v rdmci formélneho vzdeldvania je Standardne viazané na rozne typy
redlne existujucich prostredi (Skolské, domace, vnutorné, outdoorové atd’.). Pridanim
obrazovych, zvukovych a dopliujucich senzorickych podnetov k existujicemu redlnemu
prostrediu mozu technologie toto skutocné prostredie obohatit’ vloZzenou digitalnou informaciou
(Dejian et al., 2017). Technologia rozsirenej reality (ang. augmented reality, skr. AR) integruje
digitalne informéacie s fyzickym prostredim nazivo a v redlnom Case pomocou roznych,
v stcasnosti uz bezne dostupnych technickych zariadeni (napr. pomocou smartfonov alebo
tabletov) a k tomu sluZziacich off-line alebo on-line aplikécii. Pri v€leneni do edukacnej aktivity
poskytuje AR c¢iastoéné ponorenie edukanta do virtudlneho prostredia a to prostrednictvom
zobrazenej digitalnej vrstvy s relevantnym matematickym obsahom, ktorou sa vSak nenartisa
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jeho bezné vnimanie sveta. Tymto sa stava najpristupnejSou z doteraz existujlicich technologii
meniacich realitu. Alsop (2021) na zaklade prieskumu z roku 2020 medzi americkymi
odbornikmi z odvetvia XR (spolo¢né odvetvie pre zmieSanu, rozsireni a virtudlnu realitu)
uvadza, Ze v priebehu nasledujucich dvoch rokov budu pohlcujiuce technologie tahuniom
vSetkych technoldgii pouzivanych vo vzdelavacom sektore. Podl'a Aggarwala (2013) sa m6zu
aplikacie pracujuce s AR, vd’aka moznostiam vkladania multimedidlnych objektov do realneho
sveta, stat’ chrbticou vzdelavacieho priemyslu s odhadovanymi 2,5 miliardami stiahnuti aplikacii
AR rocne.

Aby bolo mozné tento existujuci potencial pre potreby matematického vzdelavania vyuzit,
je ziaduce podrobnejsie sa venovat’ skimaniu empiricky zistenych vyhod, nevyhod, prilezitosti
a ohrozeni, ktoré technoldgia AR so sebou prindsa. Pri $tadiu zdrojového portfolia (31 studii
zrokov 2002 az 2019) sme v niekolkych vyskumnych spravach narazili na protichodné
vnimanie a posudzovanie konkrétnych skutocnosti. Kym Deng et al. (2019) konStatuja
pozitivny trend vyvoja AR a jej inkorpordcie do matematického vzdelavania ziakov, véitane
ziakov so S$pecifickymi poruchami ucenia, Zaman et al.(2013) nevidia zaradenie AR do
vzdelavania ako bezproblémové. Upozornuju predovsetkym na nakladnost’ prvotnej investicie.
Vychédzajlic z existujuceho taziskového zamerania AR na interné neformalne vzdeldvanie
odborného charakteru, autori taktiez zddvodinuju aktualne nizky podiel AR v aktivitdch
zameranych na Skoly.

Podobna situécia nastava pri posudzovani dostupnej kvantity dat v AR. Miundy et al.(2017)
vitajii zvySujlci sa objem informacii vzhl'adom na zjednodusSeny a cieleny pristup k nim.
Naproti tomu Wu et al. (2012) konstatuji moznu kognitivhu pretazenost’ edukantov
neimernym mnozstvom informdcii vytvaranych touto technologiou. Otdzka ,,velkého*,
,heumerné¢ho* alebo ,,vhodného* mnozstva dostupnych informacii v nich nie je zodpovedana
a ostava otvorend ako predmet d’alSieho skiimania.

Vystupom Studia zdrojového portfolia bola SWOT analyza zaradenia technologie AR do
vzdelavania (Hnatova & Hnat 2019). V nej boli identifikované prehl'adové Stiidie s vdzbou na
vyucbu matematiky, ktoré sme pre potreby tohto prispevku rozsirili o novsie $tadie (Anggraini
et al., 2020, Ahmad, 2020, Pellas et al., 2019) so zachovanim pévodnej metodiky vyberu, ktora
spocivala v ich vyhladavani s vyuzitim biometrickej databazy Scopus pomocou identickych
klicovych slov (,,augmented reality, ,,augmenty reality*, ,mixed reality” v kombindcii
s pojmami ,,mathematics* a ,,education” resp.,mathematics* a ,teaching” v rozSirenom
vyhladdvani). Zo vzniknutého korpusu 19 vyskumnych $tadii publikovanych v anglickom
jazyku boli nésledne extrahované nasledujuce zistenia.

Tabul’ka 2. SWOT analyza zaradenia technoldgie AR do matematickej edukacie

Silné stranky (Strengths)

e vytvara interakciu medzi virtudlnym svetom reprezentovanym napr. 3D modelom telesa
a realnym svetom reprezentovanym samotnym edukantom bez jeho izolacie od reality,

e umoznuje rychlu vzdialeni podporu (v pripade online pripojenia) a spolupracu
edukantov (v pripade vhodne zvolenych metdd a foriem vyucby),

e clementarne pouzitie je mozné aj bez vysokych ndrokov na vybavenie, napr.
v prostrediach vyvinutych samotnymi edukatormi, taktiez v dostupnych matematicky
zameranych aplikacidch,

e ulahcuje porozumenie v podobe vizualizacie informécii, napr. pri odhade a naslednom
merani vzdialenosti dvoch markermi ozna¢enych bodov v redlnom priestore,

e pontka adekvatnu spétnt vizbu v realnom Case, ktord moze byt realizovand interakciou
medzi virtudlnymi 3D modelmi spustenim ich animécie,
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e zazitky s AR su prijemné, ovladanie je intuitivne, nie je potrebné prekonavat d’alSie
prekazky spojené s pracou s AR, napr. v podobe ¢asovo naro¢ného zaskolenia alebo
inStruktaze,

e ma pozitivny vplyv na efektivitu a produktivitu prace (zvySuje motivaciu, znizuje
chybovost’, podporuje tvorbu kreativnych vystupov, rozvija kritické myslenie).

Slabé stranky (Weaknesses)

e umoznuje kognitivne pretazenie edukantov mnozstvom informdcii tvorenych
technoldgiou AR,

e vyzaduje prvotnu investiciu z pohl'adu hardvérovej a softvérovej podpory realizacie pri
zacleneni AR do vyucby,

e vyzaduje vyvoj aplikécii AR (névrh — dizajn — programovanie — testovanie — aplikacia),

e dovol'uje len obmedzenu spravu vzdeldvacieho obsahu v AR,

e v sucasnosti je nedostatok expertov AR pdsobiacich skolach.

Prilezitosti (Opportunities)

e je badatelny pozitivny trend vyvoja napriklad v podobe ndrastu poctu projektov
vyuzivajucich AR technologiu vo vzdelavani,

e je zjavné rozSirovanie vzdelavacich prilezitosti (napr. rastica dostupnost’ kniznych
publikacii s edukaénym zamerom podporenym AR technolégiou),

e moznost prepajania roznych odvetvi a oblasti vzdelavania.

Ohrozenia (Threats)

e cxistuje nebezpeCenstvo zmeny vnimania reality vplyvom zanedbania fyzikalnych
vlastnosti objektov znazornenych v AR pomocou ich 3D modelov a taktiez zmien v ich
rozdielnych vzajomnych interakciach,

e modze byt rizikovym faktorom pri vybere vhodnej technologie,

e jepotrebné pocitat’ s moralnym a technickym opotrebenim zariadeni podporujicich AR,

e mozné odmietnutie AR expertmi/ u€iteI'mi/ vedenim Skoly,

e adaptovanie AR do vyucby matematiky vyzaduje ¢as a d’al§ie administrativne tkony
(napr. zmeny existujucich tematickych vychovno-vzdelavacich planov, u¢ebnych osnov
resp. kurikul).

Bilancia pocetného zastipenia faktorov v jednotlivych kvadrantoch realizovanej SWOT
analyzy pre matematicki edukdciu nie je vyrovnana. V pripade porovnania poctu pozitivne
posobiacich faktorov v silnych strankach a v prilezitostiach a negativnych faktorov zaradenych
v slabych strankach a ohrozeniach je vSak stav vyrovnany. Pri porovnani poctov interne
a externe orientovanych faktorov zistujeme prevahu internych nad externymi faktormi
(7+5>3+5). PocCetne nad ostatnymi prevazuju silné stranky zaradenia AR do matematicke;j
edukacie. Tento stav je mozné pripisat’ pozitivnej angazovanosti autorov vyskumnych stadii
zostaveného portfolia.

V ramci tematickej orientidcie zaradenia AR do matematickej edukacie bolo mozné
v Stadidch identifikovat’ viaceré oblasti inkorporacie, z nich najcastejSou bola geometria.
K dal$im zastipenym tematickym oblastiam patrili algebra, pravdepodobnost’ a Statistika.
V matematickej edukacii na primarnom stupni vzdeldvania boli preferované tematické oblasti
geometria a meranie, vytvaranie matematickych predstdv o ¢islach, nacvik zékladnych
matematickych operacii na mnozine prirodzenych ¢isel. Samostatnou oblast’ou sa javi vyskum
moznosti zaclenenia AR do vyucby skupin Ziakov so Specifickymi vyvinovymi poruchami
ucenia v kombinécii s poruchou matematickych schopnosti — dyskalkuliou.

V ramci technickej realizacie v€lenenia AR do vyucby bolo v §tididch skiimané pouZitie
roznych typov AR technoldgii (marker based — AR a markerless AR) a vyvojovych prostredi.
K tym najpreferovanejs$im patrili Unity 3D a HP Reveal.
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Podrobnejsi pohl'ad na uvedenu problematiku, vzhI'adom na novost’ skimanej technologie
a narast zdujmu o jej zaclenenie do vyucby matematiky na r6znych stupiioch vzdelavania , bude
predpokladanym predmetom (nielen) naSho d’alSieho vyskumu.

4. Virtualna realita

Technologia virtualnej reality (VR), na rozdiel od predchadzajucej technoldgie rozsirenej
reality), umoziiuje edukantovi Uplné ponorenie sa do pocitatom generovaného virtuadlneho
sveta. Tato technoldgia produkuje realistické trojrozmerné prostredie, v ktorom sa pouzivatel’
pohybuje a vnima ho ako skuto¢né. Steuer (1992) definuje VR ako technologiu vytvarajucu
multisenzorické ucebné prostredie, ktoré je vel'mi podobné vizualnym, sluchovym a hmatovym
vnemom zo skutoného prostredia. Liu, Liu a Ren (2018) dopliiaju, Ze sa taktieZ vyznaduje
pozadovanymi vlastnostami — ponorenie, interakcia a spoluticast, vd’aka ktorym edukant
ziskava pri vzdelavani pocit personalizovaného pristupu.

Technologia VR zatial’ nie je v prostredi nasich §kol etablovand a vac¢sina vzdeldvacich VR
aplikécii bola vyvinutd pre neformdlne vzdelavanie. Napriek tomu, existuju aj na Skolach
(predovsetkym SOS a VS) na Slovensku uéebne vyuZivajuce VR pri ziskavani vysoko
Specifickych odbornych zruc¢nosti. Pri §tidiu zahrani¢nych zdrojov v podobe metaanalyz
(Pellas et al., 2020, Maheshwari & Maheshwari, 2020) zameranych na zaradenie VR do
vzdelavania predmetov STEM a metaanalyzy (Oyelere, 2020) zameranej na zaradenie
technologie VR do vyucby skolskej matematiky sumarizujeme Styri dimenzie, na ktoré boli
vyskumy zamerané:

e edukant —jeho ndzory, spravanie sa pri uceni, postoje k u¢eniu a dosahovand vykonnost’

pri uceni sa matematiky,

e edukator — vyhodnotenie vzdelavacich programov a kurzov urCenych pre ucitelov
primarneho a nizSicho sekundarneho vzdelavania a taktiez zistovanie nazorov
a postojov ucitelov a buducich ucitelov k implementacii VR do vzdeldvania (jej
prijatie a pouZzivanie),

e koncept vyuchy - vyskum efektov vyucby a ucenia sa zalozenych na pouziti konkrétnej
vyuCovacej metddy napr. obojstrannej metody (umoznuje subezné pouzitie virtualnych
simuldcii 1 skuto¢nych predmetov ziskanych 3D tla¢ou), metddy rieSenia problémov,
pouzitie situa¢nych uloh, gamifikacia vyucby s vyuzitim VR,

e pouzité prostredie VR — identifikovanie rozdielov medzi tréningovymi a vzdelavacimi
aplikaciami, vyber stratégii navrhu aplikacie VR pre naplnenie roznych vzdelavacich
cielov, vyvoj a testovanie aplikacii.

Implementaciu VR do matematickej edukacie nie je zatial mozné povazovat za
preskiimanu. Z pohl'adu primarnej matematiky bola technologia VR experimentalne aplikovana
do tematickych oblasti: geometria (identifikdcia a skiimanie vlastnosti konkrétnych 3D
modelov telies, propedeutika zhodnych zobrazeni v priestore), aritmetika (nacvik poctovych
operacii, automatizacia spojov, pocitanie spamiti, propedeutika zlomkov). Z tychto dovodov
prinaSa SWOT analyza VR (tab. 3) okrem zisteni aj ndmety na d’al$iu diskusiu a vyskum.

Tabulka 3 SWOT analyza zaradenia VR do vzdelavania

Silné stranky (Strenghts)
e poskytuje autentické kontexty, v ktorych pouzivatelia vytvaraju a zdiel'aju virtudlne
aktiva,
e personalizuje ucenie - umoziiuje kontrolu stimulov,
e poskytuje okamzitu spdtna vézbu,
e podporuje aktivne u€enie, samovzdelavanie,
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e poOsobi motivacne,

e zodpoveda zivotnému $tylu generécie Z.

Slabé stranky (Weaknesses)

e existuju viaceré podporované platformy a technické rieSenia VR,

e vysoké néklady (finan¢né, Casové, personalne),

e nizka dostupnost’ produktov s matematickym vzdelavacim obsahom,

o _wow“ efekt — rozptylovanie edukanta vo virtualnom prostredi pre vyucbu
nepodstatnym sekundarnymi stimulmi (detaily virtudlneho priestoru, textira 3D
objektov, pridana funkcionalita napr. levitacia modelov),

e komplexnost rieSenia.

PrileZitosti (Opportunities)

e cfektivna platforma pre 21. storoCie s predpokladom dalSieho rozvoja, ktorym sa
technologia stane lacnejSou a dostupnejSou,

e vhodné vyuzitie pre vzdelavanie i vycvik,

e mozné vyuzitie v ramci formalneho i neformalneho vzdelévania,

e mozno implementovat’ viacero metdd a foriem prace pouzivané vo vyucbe predmetov
STEM.

Ohrozenia (Threats)

e udrzatelnost’,

e . nedostatony* zazitok - sucasnad technoldgia neumoziiuje pouzivatelom dosiahnut
uplné ponorenie bez rusivej moznosti rozliSenia readlneho a virtualneho sveta,

e nevhodné zaClenenie v ponimani vyucby v tradi¢nej ucebni,

e moznd kinet6za a d’alSie zdravotné problémy (kratkozrakost)),

e neatraktivnost’ pre ucitelov / Skolitel'ov / in§truktorov.

Bilancia pocetného zastipenia faktorov v jednotlivych kvadrantoch realizovanej SWOT
analyzy nie je ani vtomto pripade vyrovnand. Rozdiely v pocetnosti medzi sledovanymi
faktormi sa vSak pohybuju v rozmedzi intervalu [0,2]. Rovnovazny stav nastava pri porovnani
poctu pozitivne posobiacich faktorov (silné stranky, prilezitosti) a negativnych faktorov (slabé
stranky a ohrozenia), pricom pocetnost’ interne orientovanych faktorov je vyssia ako pocetnost’
externe orientovanych faktorov (6 +5 >4 + 5). Vzhl'adom na nizky pocet dostupnych studii
venovanych inkorpordcii VR do matematického vzdeldvania arozdielnost’” zaradenia
jednotlivych vyskumnych skupin do primarneho, sekundarneho a tercidrneho vzdeldvania, nie
je mozné povazovat uvedené zistenia za kone¢né. Prvotne identifikované faktory vsSak
naznacuji smer mozného d’alSieho a podrobnejSieho skiimania rieSenej problematiky.

Je predpokladom, ze sa vyskum zamerany na technolégiu VR bude postupne presuvat’
z vysokoskolského prostredia na nizsie stupne $kol a skolskych zariadeni. Bude preto potrebné,
pri jej implementacii do tohto prostredia, venovat’ zvySentl pozornost obmedzeniam a vyzvam
spojenym s potrebou hibkovej analyzy spravania sa deti v simulovanom prostredi, skimanim
ich emocionalnych reakcii na virtudlne podnety, dopadom absencie neverbalnej komunikacie
vo virtudlnom prostredi, vyskumom informacnej vytazenosti deti za pouzitia technoldgie VR,
prevencii pred moznymi socidlno-patologickymi dosledkami, ktoré digitalne technologie
umoznujuce ponorenie do virtudlneho sveta so sebou prinasaji. Rovnako zaujimavou sa javi
oblast’ identifikacie Specifickych potrieb réznych skupin ziakov, ako st napriklad nadani ziaci,
ale taktiez aj Ziaci s r6znymi druhmi a stupfiami zdravotného a mentélneho postihnutia, Ziaci
zo socidlne znevyhodneného a vychovne menej podnetného prostredia, ktori vyzaduju
diferencovany a personalizovany pristup ucitela a to z hl'adiska obsahu vzdelavania, ako aj
pouzitych metdd a organiza¢nych foriem vyucby.
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5. Zaver

Paralelu separovanych pristupov k skimaniu komplexného problému nachadzame v starom
indickom pribehu, ktory prerozpraval John Godfrey Saxe (1873, ndm dostupné vydanie
z 1. 1963). V tomto pribehu Sest’ slepych muzov, odkdzanych na svoj hmat, skimalo jedno a to
isté zviera - slona, ktorého nikdy predtym nemohli vidiet. Kazdy z nich sa pri svojom skiimani
dotkol inej Casti tela zvierata. Tak kazdy z nich mylne predpokladal, Ze podobne, ako sa mu
javi jeho cCast’ slona, javi sa (jemu i vSetkym ostatnym) cely slon. Vznikol medzi nimi spor,
pricom kazdy z muzov nahlas a vytrvalo branil pred ostatnymi svoj nazor. Pou¢enim plyniicim
z pribehu nie je fakt, Ze by sa niektory z tychto muzov mylil v tom, ¢o objavil alebo ¢i a ako
svoj objav interpretoval. Chybou je, Ze kazdy z nich pri svojom badani zotrval len vo svojej
komfortnej zone.

Zaclenenie digitalnych technologii umoziujucich ¢iasto¢né alebo uplné ponorenie sa do
virtudlneho priestoru v ramci matematickej edukacie mozno za takyto komplexny problém
povazovat. Pri jeho skimani by sme preto chceli vychadzat z doterajSich zisteni
identifikujucich pozitiva i negativa inkorporacie sumarizované v SWOT analyzach. Vzhl'adom
na novost’ technologii, predovSetkym rozsirenej a virtudlnej reality, je vyskum moznosti ich
vyuzitia v Skolskom prostredi otvoreny.

Vzhl'adom na sucasny stav (zvySené naklady, nizka dostupnost’ edukacne zameranych
aplikécii AR a VR, chybajica metodika ich inkorporacie do vyucby a nezaskolenost ucitel'ov),
je pochopitel'né ojedinelé vyuzitie analyzovanych technolégii na hodinach matematiky v nasich
podmienkach. Na druhej strane, z empirickych poznatkov v prispevku citovanych zahrani¢nych
studii vyplyva, ze tieto technologie maju vysoky potencial presadit’ sa v Skolskom prostredi,
a to v ramci formalneho i neformalneho vzdeldvania, skrz rastiuci zaujem odbornej i laicke;j
verejnosti o ne.

Acknowledgements

Prispevok vznikol s podporou grantového projektu KEGA 036PU-4/2021 Technoldgia
rozsirenej reality v profesijnej matematickej priprave budiucich ucitelov elementaristov
rieSen¢ho na PF PU v PreSove.

Literatara

Aggarwal, V. (2013). Augmented Reality — introduction and its real word uses. 3Pillar Global.
https://www.3pillarglobal.com/insights/augmented-reality-introduction-and-its-real-
world-uses.

Ahmad, N. 1., & Junaini, S. N. (2020). Augmented Reality for Learning Mathematics:
A Systematic Literature Review. International Journal of Emerging Technologies in
Learning (iJET). 2020, 15(16), 106-122. https://doi.org/10.3991/ijet.v15i116.14961.

Alsop, T. (2021). Top XR/AR/VR/MR applications in the education sector as per U.S. XR
experts  2020. Statistica  WebSites.  https://www.statista.com/statistics/1185078/
applications-immersive-technologies-xr-ar-vr-mr-education/.

Anggraini, S., W Setyaningrum, H., Retnawati, A., & Marsigit. (2020). How to improve critical
thinking skills and spatial reasoning with augmented reality in mathematics learning?
Journal of physics. 2020, 1581(1), 12-66. https://doi.org/10.1088/1742-6596/1581/1
/012066.

Anghel, G., & Anghel, I. A. (2014). Trends in developing visual educational content in
mathematics and physics. ELearning, 2014, (3), 210-217. https://doi.org/10.12753/2066-
026X-14-173.

22



Elementary Mathematics Education Journal 2021, Vol. 3, No. 1
ISSN 2694-8133

Arvanitaki, M., & Zaranis N. (2020).The use of ICT in teaching geometry in primary school.
Education and Information Technologies: The Official Journal of the IFIP Technical
Committee on Education. 2020, 25(6), 5003-5016. https://doi.org/10.1007/s10639-020-
10210-7.

Dejian L., Dede, Ch., Huang, R. & Richards J. (2017). Virtual, Augmented, and Mixed Realities
in Education. Smart Computing and Inteligence. Springer Verlag Gmbh.

Deng, L., Wu. S, Chen Y., & Peng, Z. (2020). Digital Game-Based Learning in a Shanghai
Primary-School Mathematics Class: A Case Study. Journal of Computer Assisted
Learning, 36(5), 709-717.

Deng, L., Tian J., Cornwell, Ch., Phillips, V., Chen, L., & Alsuwaida A. (2019). Towards an
Augmented Reality-Based Mobile Math Learning Game System. In: HCI International

2019 - Posters. HCII 2019. Communications in Computer and Information Science, vol
1034. (217-225). Springer, Cham. https://doi.org/10.1007/978-3-030-23525-3 28.

Dumbleton, T., & Kirriemuir, J. (2006). Digital games and education. In Understanding digital
games, 223-240. SAGE Publications Ltd.

Fesakis, G., Karta, P., & Kozas K. (2018). Designing Math Trails for Enhanced by Mobile
Learning Realistic Mathematics Education in Primary Education. International Journal of
Engineering Pedagogy (iJEP), 2018, 8(2), 49-63. https://doi.org/10.3991/ijep.v8i2.8131.

Hays, R. T. (2005). The effectiveness of instructional games: A literature review and discussion.
Technical report 2005-004. Orlando, FL: Naval Air Warfare Center Training Systems
Division.

Hnatova, J., & Hnat, A. (2019) SWOT analyza zaradenia technoldgie rozsirenej reality do

vzdelavania In Zacto, Z. & Bernatova, R. (Eds.), Miedzy teorig pedagogiczng a praktykg
edukacyjng. Annales Pedagogicae Nova Sandes — Presoves VIII, 75-83.

Kyriakides, A. O., Meletiou-Mavrotheris M., & Prodromou, T. (2016) Mobile Technologies
in the Service of Students' Learning of Mathematics: The Example of Game Application

A.L.E.X. in the Context of a Primary School in Cyprus. Mathematics Education Research
Journal. 2016, 28(1), 53-78.

Larkin, K. (2015). “An app! An app! My kingdom for an app”: An 18-month quest to determinte
whether apps support mathematical knowledge building. In Digital games and

mathematics learning: Potentials, promises and pitfalls, Mathematics education in the
digital era, Vol. 4, 251-276.

Liu, R., Liu, Ch., & Ren, Y. A. (2018). Virtual Reality Application for Primary School
Mathematics Class. International Symposium on Educational Technology (ISET), 138-141.
https://doi.org/10.1109/ISET.2018.00038.

Litster, K., Lommatsch Ch. W, Novak J. R., Moyer-Packenham P. S., Jill Harmon M.,
Roxburgh A. L., & Bullock E. P. (2020). The Role of Gender on the Associations among
Children’s Attitudes, Mathematics Knowledge, Digital Game Use, Perceptions of
Affordances, and Achievement. International Journal of Science and Mathematics
Education. https://doi.org/10.1007/s10763-020-10111-8.

Maheshwari, 1., & Maheshwari, P. (2020). Effectiveness of Immersive VR in STEM Education.
Seventh International Conference on Information Technology Trends (ITT), 2020, 7-12.
https://doi.org/10.1109/ITT51279.2020.93207.

23



Elementary Mathematics Education Journal 2021, Vol. 3, No. 1
ISSN 2694-8133

Mayer, R. E. (2015). On the need for research evidence to guide the design of computer games
for learning. Educational Psychologist, 50(4), 349-353.

Moyer-Packenham, P. S., Lommatsch CH. W., Litster K., Ashby J., Bullock E. K., Roxburgh
A. L., Shumway J. F., Speed E., Covington B., Hartmann Ch, Clarke-Midura J., Skaria J.,
Westenskow A., MacDonald B., Symanzik J., & Jordan, K. (2019). How design features
in digital math games support learning and mathematics connections. Computers in Human
Behavior, 91, 316-332. https://doi.org/10.1016/j.chb.2018.09.036.

Miundy, K., Zaman, H. B., & Nordin, A. (2017). Review on data driven preliminary study
pertaining to assistive digital learning technologies to support dyscalculia learners.
In: Lecture Notes in Computer Science. 10645 LNCS, 233-246.

Saxe, J. G. (1963). The Blind Men and the Elephant. https://www.goodreads.com/book/show/
13598237-the-blind-men-and-the-elephant.

Steuer, J. (1992). Defining virtual reality: Dimensions determining telepresence. Journal of
Communication, 42 (4), 73-93. https://doi-org.ezproxy.is.cuni.cz/10.1111/1.1460-2466.
1992.tb00812.x

Svitavsky, W. L. (2017). Examining the evolution of gaming and its impact on social, cultural,
and political perspectives. CHOICE: Current Reviews for Academic Libraries, 54(6), 847-
847.

Oyelere, S. S., Bouali, N., Kaliisa, R., Obaido, G., Yunusa A. A., & Jimoh, E. R. (2020).
Exploring the trends of educational virtual reality games: a systematic review of empirical
studies. Smart Learning Environments, 7(1). https://doi.org/10.1186/s40561-020-00142-7.

Pellas, N., Dengel, A., & Christopoulos, A. (2020) A Scoping Review of Immersive Virtual
Reality in STEM Education. /[EEE transactions on learning technologies. 2020, 13(4), 748-
761. https://doi.org/10.1109/TLT.2020.3019405.

Pellas, N., Fotaris, P., Kazanidis, I. & Wells, D. (2019). Augmenting the learning experience in
primary and secondary school education: a systematic review of recent trends in augmented
reality game-based learning. Virtual Reality 23, 329-346. https://doi.org/10.1007/s10055-
018-0347-2.

Randel, J. M., Morris, B. A., Wetzel, C. D., & Whitehill, B. V. (1992). The effectiveness of
games for educational purposes: A review of recent research. Simulation and Gaming,
23(3), 261-276.

Tsai, Y., & Tsai, Ch. (2020). A meta-analysis of research on digital game-based science
learning. Journal of Computer Assisted Learning, 36(3), 280-294. https://doi.org/10.1111/
jeal.12430.

Vogel, J. F., Vogel, D. S., Cannon-Bowers, J., Bowers, C. A., Muse, K., & Wright, M. (2006).
Computer gaming and interactive simulations for learning: A meta-analysis. Journal of
Educational Computing Research, 34(3), 229-243. https://doi.org/10.2190/FLHV-K4WA-
WPVQ-HOYM.

Wu, H. K., Wen-Yu Lee, S., Chang, H. Y., & Liang J. C. (2012). Current status, opportunities
and challenges of augmented reality in education. In: Computers & Education, 62(01), 41-
49.

Zaman, H. B., Periasamy, E., Ahmad, A., Sulaiman, R., Ang, Ch. M., & Nayan, M. N. (2013).
Evaluation of Augmented Reality Remedial Worksheet Based on AVCTP Algorithm for
Negative Numbers (AR*WN?). Lecture Notes in Computer Science 8237 LNCS, 581-594.

24



Elementary Mathematics Education Journal 2021, Vol. 3, No. 1
ISSN 2694-8133

JE TEMA STREDOVEJ SUMERNOSTI NAROCNA PRE ZIAKOV
PRIMARNEHO VZDELAVANIA?
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Abstrakt

Stredova sumernost’ je na Slovensku v obsahu matematickej edukécie zaradena az
v 5. ro¢niku zdkladnej Skoly. V prispevku st prezentované vysledky realizované¢ho vyskumu
so ziakmi 4. ro¢nika zakladnej Skoly, ktori riesili ulohy s tematikou stredovej sumernosti na
propedeutickej Grovni. Vychadzajuc zo zamerania vyskumu, pre osvojovanie si poznatkov
o stredovej sumernosti boli pouzité pohybové aktivity. Takéto vyuzivanie pohybovych aktivit,
zameranych na osvojovanie si matematického obsahu ziakmi poukazuje na moZnost
¢iastocného prepojenia telesnej a Sportovej vychovy a matematickej edukacie. V prispevku su
prezentované realizované pohybové aktivity a tiez metddy pouzité pre ziskanie a spracovanie
vyskumnych tdajov.

Krucové slova: stredova simernost’, interdisciplinarita, telesna a Sportova vychova

IS POINT REFLECTION VERY COMPLICATED TOPIC FOR
PRIMARY SCHOOL PUPILS?

Abstract

Point reflection is a math topic that pupils in Slovakia are not getting acquainted with
until the 5th grade. The paper presents outcomes of the conducted research, where selected
pupils of 4th grade took place within. In the research, the pupils' action was concerned with
solving point reflection problems. According to our research's nature, physical activities were
used in the mater of point reflection's knowledge attainment. Utilizing such physical activities
focused on math knowledge attainment highlights the possibility of Mathematics and Physical
Education integration. Our paper describes both specific physical activities and inquiry
methods used to obtain and elaborate on the research data.

Keywords: point reflection, interdisciplinary, physical education

1. Uvod

K zefektiviiovaniu edukacie na Skoldch moze dochadzat’ rozliénymi sposobmi. Kazda
zmena aktualneho fungovania Skolskej edukacie by vSak mala byt podlozena relevantnymi
podkladmi, a to v zmysle vedeckych poznatkov. Vyskumy v edukacnej oblasti su zvycCajne
zamerané na to, ako st ziakom objasiiované vedecké poznatky, aké predstavy o obsahu
vyuCovania si vytvaraju ziaci, alebo na to, ako je Strukturované ucebné prostredie
(Jelemenska, Sander, Kattman, 2003). Tak, ako je kazdy ztychto troch smerov vyskumu
jedinecny, navzajom su prepojené a na sebe zavislé.

Tento prispevok si kladie za ciel prezentovat cast’ vyskumu, realizovaného v ramci
dizertacnej prace, v ramci ktorej boli skimané moznosti vyucovania matematického obsahu
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poCas nematematickych hodin na primadrnom stupni vzdeldvania. Ako konkrétny
nematematicky predmet bola pouZita telesna a $portova vychova (d’alej TaSV), ktord ma
jedinecné postavenie spomedzi Skolskych vyucovacich predmetov. Spomenutd jedinecnost
vyplyva prave z prostriedkov, ktorymi s v ramci hodin TaSV dosahované edukacné ciele.
Tymito prostriedkami st telesné cvicenia, o ktorych mozno uvazovat ako o konkrétnych
¢innostiach. V zmysle Brunerovej klasifikacie reprezentacii (Bruner, 1966) tak mozno
o tychto prostriedkoch hovorit’ ako o enaktivnych reprezentaciach matematickych konceptov.
K tomu, aby mohli konkrétne edukacné Cinnosti v podobe telesnych cviceni sluzit
k vytvaraniu matematicky podnetného prostredia, mali by zhmotnovat konkrétne
matematické koncepty. Za klafovy aspekt preto mozno povazovat Strukturaciu
matematickych poznatkov do takej podoby v ramci TaSV, aby ich mohli Ziaci zuZitkovat
v zmysle osvojovania alebo precvicovania konkrétneho matematického uciva.

2. Metodologicky ramec

Vlastny dizertatny vyskum bol realizovany v zmysle tzv. design-based research
metodoldgie, ktorej jednou z hlavnych myslienok je prepéjanie teérie s edukacnou praxou
(Bakker, Eerde, 2015). Tento druh kvalitativne orientovaného metodologického rdmca
pozostava z niekol’kych krokov a ich iteracii, pricom hovorime o:

1. vytvarani dizajnu,

2. jeho praktickej realizécii v podobe edukacnej intervencie,

3. naslednej analyze intervencie,
ktorda vyustuje do formovania novej teérie. Samotna analyza intervencie vSak taktiez sluzi
k pripadnej uprave pévodného dizajnu. V pripade, Ze doslo k jeho uprave, vyzaduje sa jeho
d’alsie overovanie v podobe edukacnej intervencie. Kvalita konkrétneho design-based
research je vsamotnom zavere posudzovand na zdklade jeho inovativnosti a moznosti
transferu zisteni do rozli¢énych, avsak pribuznych kontextov (Plomp, 2013).

V nasom pripade je vytvaranie dizajnu zavislé najmd od samotného matematického
obsahu a telesnych cviceni, pricom v oboch pripadoch je potrebné vychadzat z doterajSich
ziackych kognitivnych znalosti a ich telesno-motorickych schopnosti.

3. Zhodné zobrazenia v ucive primarneho matematického vzdelavania

Obsah primarneho matematického vzdeldvania na Slovensku mozno rozdelit,
vychadzajuc pritom zo Vzdeldvacieho standardu pre predmet matematika — primdrne
vzdelavanie (2015), na tri oblasti, ktorymi st:

1. Cisla a aritmetické operécie,

2. Geometria a meranie,

3. Riesenie aplikacnych tloh a tloh rozvijajucich Specifické matematické myslenie.

V ramci oblasti Geometria a meranie sa ziaci okrem iného oboznamuji s podobnymi
utvarmi a sniektorymi zhodnymi zobrazeniami, konkrétne s osovou sumernostou
a posunutim. Ziaci pritom pracuju so vietkymi tymito obsahmi len na propedeutickej Girovni.
Typickou cinnostou je dokreslovanie resp. dorysovavanie posunutého alebo osovo
sumerného obrdzka v §tvorcovej sieti. Pritomnost’ Stvorcovej siete zohrava doleziti rolu,
pretoze téma kolmosti nie je sufastou matematického obsahu na primarnom stupni
vzdelavania. Ziaci primarneho vzdelavania by preto pravdepodobne neboli schopni rysovat
osovo sumerné rovinné utvary bez Stvorcovej siete.

Kolmost’ mozno povazovat' za elementarny matematicky koncept, bez ktorého nie je
mozné hlbSie rozvijat’ znalosti Ziakov o osovej sumernosti. Na druhej strane, v priebehu
povinného matematického vzdeldvania sa ziaci 5. ro¢nika oboznamuju so stredovou
sumernostou, v rdmci ktorej sa od nich nevyZzaduje praca s kolmostou. Napriek tomu je téma
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stredovej simernosti zaradend az na nizSom strednom stupni vzdeldvania, konkrétne v obsahu
pre 5. ro¢nik zédkladnej Skoly, kde je zaradena spolu s osovou sumernost'ou pod tematicka
oblast’ suimernost’ v rovine. Pre¢o vSak nie je stredova siimernost’ (hoci na propedeutickej
urovni) zaradena do obsahu primarneho matematického vzdeldvania?

Ako osova, tak aj stredova simernost’ predstavuje v ramci Skolskej matematiky Specialny
typ stmernosti podl'a podpriestoru L v dvojrozmernom priestore E,. V pripade osovej
sumernosti je podpriestorom L priamka, v pripade stredovej sumernosti je podpriestorom L
bod priestoru E,. Vychddzajic z Duplaka (2005), simernostou podla podpriestoru L
rozumieme také zobrazenie g; bodov roviny, Ze kolmy priemet I'ubovolného bodu X do
podpriestoru L predstavuje stred dvojice bodov X a X', pri¢om o, (X) = X'. Pretoze kolmost’
je relacia, o ktorej ma zmysel uvazovat’ v pripade n-rozmernych objektov, kde n > 1, nie je
potrebné, aby sa fiou Ziaci zaoberali v pripade stredovej simernosti.

Zamerajme sa d’alej na to, aké poziadavky su kladené na ziaka v pripade zostrojovania
obrazov bodov v stredovej simernosti, ak je dany bod a stred sumernosti. Zostrojovanie
obrazu bodu X v stredovej suimernosti so stredom S v dvojrozmernom priestore E, vyzaduje:

1. zostrojenie priamky p prechadzajiicej bodmi X a S,

2. zostrojenie bodu X’ (obraz bodu X), k ¢omu moze byt vyuzité napriklad:

e zostrojenie kruZnice so stredom S a polomerom r = |SX|,
e odmeranie dizky Gse¢ky XS a zostrojenie bodu X’ na priamke p tak, Ze usecka
XS je zhodna s useckou X'S, pricom X' # X (neuvazujic samodruzny bod S).

Porovnajuc tieto poziadavky s konkrétnymi vykonovymi S$tandardmi pre primarne
matematické vzdelavania na Slovensku (pozri tab. 1) sa preto nazddvame, ze zostrojovanie
obrazov bodov dvojrozmerného priestoru E, v stredovej sumernosti podla stredu S
zodpoveda schopnostiam a zru¢nostiam ziakov primarneho stupna vzdelavania.

Tabulka 1. Vynatok zo vzdelavacieho Standardu pre primarne matematické vzdelavanie

Ro¢énik Vykonovy Standard

vyznacit’ bod a pomenovat’ ho,

- narysovat, oznacit’ a pomenovat’ priamku, polpriamku, usecku,
2. ro¢nik - vyznaéit bod, ktory danému utvaru patri, resp. nepatri,

- narysovat’ usecku, ak si dané dva krajné body,

- identifikovat’ strany a vrcholy rovinnych geometrickych utvarov.

3. ro¢nik - narysovat, odmerat’ dlzku useCky s presnost'ou na milimetre.

- ur€it, vyznacit a pomenovat’ v kruznici stred, polomer, priemer,

4. ro¢nik . ..
- narysovat’ kruznicu pomocou kruzidla.

V pripade, Ze by sme sa obmedzili na vyuzivanie pravitka, s témou stredovej simernosti
by mohlo byt mozné pracovat od 3. ro¢nika zékladnej Skoly, vychédzajic pritom zo
sucasného Vzdelavacieho Standardu pre predmet matematika — primarne vzdeldavanie (2015).

Ako sme uz naznacili v ivode, okrem tejto teoretickej analyzy vyuzivame na podlozenie
nasho tvrdenia o potencidly ziakov primarneho stupiia vzdelavania zvladnut' fragmenty témy
stredovej simernosti vlastné zistenia z vyskumu v rdmci dizertacnej prace.

4. Eduka¢ni intervencia v ramci vyuovacej hodiny TaSV

V tejto podkapitole predstavime pohybové aktivity, ktoré boli realizované v ramci
vyucovacej hodiny telesnej a Sportovej vychovy so zZiakmi 4. rocnika miestnej zékladnej
Skoly. Celkovo sme realizovali dve obsahovo identické edukacné jednotky, pricom kazdej
jednotky sa zucastnilo 20 ziakov (celkovo 40 ziakov). Pri navrhovani konkrétnych
pohybovych aktivit resp. telesnych cviceni sme vychadzali z beznych Cinnosti, ktoré sa
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vyskytuji v ramci vyuGovania TaSV. Za primarnu in$pirdciu nam sluzilo priestorové
rozostavenie ziakov a celkovy proces tzv. statického rozcvicovania sa ziakov, ktoré sa
realizuje v ramci pripravnej &asti vyuCovacej hodiny TaSV (pozri obr. 1). KruZnice
reprezentuju rozostavenych ziakov, kruh reprezentuje ucitela, resp. ziaka poverené¢ho
predcviovanim. Sipky zhodnej farby poukazuju na zavislost pohybu Ziakov od pohybu
predcvicujuceho.
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Obrazok 1. Rozostavenie a pohyb pocas rozcvicovania

V uréitom zmysle tu mozno hovorit’ o akejsi propedeutike osovej stimernosti, resp.
vrealnej situdcii vramci vyufovacej hodiny TaSV to mozno asociovat’ s rovinnou
sumernostou. V rdmci nasho dizertaéného vyskumu sme sa vSak pokusili dostat’ eSte o nie¢o
d’alej, a to k téme stredovej simernosti. S tymto zdmerom sme navrhli dve pohybové aktivity,
ktorych cielom bolo vytvaranie Ziackych predstav o stredovej simernosti. Samozrejme, tieto
aktivity by boli len jednou castou eduka¢ného posobenia, zameraného na osvojovanie si
stredovej sumernosti. Ich ulohou by bolo to, aby ziaci ziskali konkrétne sktsenosti (paralela
s enaktivnymi reprezentaciami), na zaklade ktorych by bolo mozné pracovat so stredovou
sumernost'ou v rdmci vyucovacich hodin matematiky (paralela s ikonickou reprezentdciou).

4.1. Pouzité aktivity

S imyslom postupného gradovania ako pohybovej tak aj kognitivnej narocnosti sme prva
aktivitu roz¢lenili do troch faz. V ramci vSetkych troch faz boli Ziaci rozdeleni do dvojic
stojacich celom k sebe, pricom v strede medzi jednotlivymi dvojicami bola umiestnena
tenisova lopticka (pozri obr. 2).
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Obrazok 2. Prva taza prvej aktivity

Na obrazku vyssie je stdle prvy zdvojice vyznaceny Ciernym kruhom, druhy ziak
z dvojice je vyznaceny ,,prazdnym kruhom* resp. ¢iernou kruznicou a tenisové lopticky maju
podobu Zltych kruhov v strede medzi nimi. Znazornena ¢iara slizila len pre zjednoduSenie
organizacie ziakov. Podstata aktivity spociva v tom, Ze druhy ziak z dvojice vykonava znozny
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skok doprava alebo dol'ava podla toho, ¢i prvy ziak z dvojice skocil doprava alebo dol'ava.
Instrukcia pre Ziakov je teda nasledovna: Prvy z dvojice moze znozmo skocit doprava alebo
dolava. Druhy z dvojice musi skocit' do tej strany, aby sa lopticka nachddzala v strede medzi
vami.

Druhd faza prvej aktivity je analogiou k prvej faze, avSak v tomto pripade maju Ziaci na
vyber skok dopredu alebo skok dozadu (pozri obr. 3). Rovnako ako v predoslej faze, po skoku
prvého a druhého Ziaka malo platit’, aby obaja Ziaci a lopticka tvorili pomyselnt kolinedrnu
trojicu, pricom lopticka sa mala nachddzat’ v rovnakej vzdialenosti od oboch Ziakov.
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Obrazok 3. Druha faza prvej aktivity

Poslednou fazou prvej aktivity bolo spojenie prvej a druhej fdzy do jedného celku. Prvy
ziak mal teda na vyber zo Styroch roznych smerov, ktorymi mohol vykonat’ skok (pozri obr.
4). Z organizacno-bezpecnostnych dévodov bolo prvotne ziakom dovolené skocit’ len jeden
skok do strany, pricom nésledne mali skocit’ na svoje povodné miesto. Neskor bolo ziakom
dovolené vykonavat aj viac skokov jednym smerom, priCom sme dohliadali na to, aby medzi
ziakmi nedochadzalo ku vzajomnym koliziam.
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Obrazok 4. Tretia faza prvej aktivity

Druha aktivita bola podobna prvej aktivite v tom, ze v nej ziaci opat’ prisposobovali svoje
postavenie v priestore v zavislosti od Ziakov, s ktorymi tvorili dvojice. Ziaci boli rozdeleni do
dvojic, pricom jednotlivé dvojice boli nastupené¢ v dvoch zastupoch tak, Ze Zziaci z jednej
dvojice stali vedla seba. V strede ihriska bola umiestnend tenisova lopticka, ktorad
reprezentovala stred simernosti. Ulohou prvého Ziaka z dvojice bolo na znamenia vybehnit
a zaujat’ l'ubovol'né postavenie v priestore (Cierny kruh na obr. 5). Ak prvy ziak stdl na
vybranom mieste, dal znamenie druhému ziakovi z dvojice, ktorého tilohou bolo zaujat’ také
postavenie v priestore, aby bola lopticka medzi nim a prvym ziakom (kolinearna trojica) a aby
bola vzdialenost’ od lopticky k obom ziakom rovnaka. Ked’ze iSlo o redlnu situdciu, v ktorej
nebolo pouzité presné meranie, spravne postavenie druhého ziaka z dvojice bolo hodnotené
odhadom. V niektorych pripadoch bola pre druhého ziaka z dvojice uloha zl'ahcena,
konkrétne vtedy, ak sa prvy z dvojice postavil na niektort z Ciar ihriska.
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Obrazok 5. Schéma druhej aktivity

Aktivity boli realizované tak, aby sa vSetci Ziaci vystriedali v role prvého aj druhého ziaka
v ramci dvojice.

5. Analyza a reflexia

Realizovatel'nost’ aktivit sme si overili priamo poc€as vykonanej edukacnej intervencie.
Otazkou vSak zostavalo to, ¢i su predlozené aktivity efektivne v zmysle nadobudania takych
skasenosti ziakmi, ktoré by bolo mozné nasledne transformovat’ do znalosti ziakov, spojenych
so stredovou sumernostou. K zodpovedaniu tejto otazky sme sa rozhodli predlozit’ ziakom
ulohy, ktoré boli spojené ako s realizovanymi aktivitami, tak aj stredovou sumernostou.
Nahodne tak bolo z celého suboru vybranych 11 Ziakov (5 ziakov z triedy A, 6 ziakov z triedy
B), ktorym boli pocas individudlneho interview, realizovaného bezprostredne po realizacii
aktivit, predlozené nasledovné dve ulohy:

1. Predstav si, ze body A, B, C su prvi z dvojic a bod S je lopticka. Vyznac, kde sa maju

postavit'ich dvojice.

8
L

Obrazok 6. Vyznacovanie obrazov bodov v stredovej simernosti

Tato tloha bola predlozena piatim ziakom z triedy A, priCom vsetci z nich dokazali
spravne vyznacit miesta, kde by sa mali postavit’ dvojice ziakov 4, B, C (teda obrazy bodov
v stredove] sumernosti so stredom §). Nasledne nas zaujimalo, do akej miery zohrava
v uspesnosti ziakov riesit’ tito tlohu pritomnost’ Stvorcovej siete. Preto sme Siestim ziakom
z triedy B predlozili identicka tlohu, avSak bez Stvorcovej siete. Nakolko Ziakom nebolo
poskytnuté pravitko, ich rieSenia bolo mozné oznacCit len za priblizne spravne alebo
nespravne. Vysledky ukézali, ze vSetci Siesti ziaci dokazali priblizne spradvne vyznacit
prisluchajuce dvojice bodov 4, B, C.

Okrem tejto Ulohy bola vSetkym jedenastim Ziakom predloZena analogickd tuloha so
Stvorcovou sietou, avsak s inym umiestnenim bodov A4, B, C. Ukazalo sa, ze poloha bodov
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A, B, C vzhl'adom k bodu S zohrdva rolu v presnosti, s akou Ziaci dokazali urCovat’ obrazy
bodov. K urCovaniu ich pozicii totiz vyuzivali pocitanie Stvorcéekov, resp. ich stran medzi
konkrétnym bodov z mnoziny {4, B, C} a bodom S.

2. Predstav si, Ze body A, A’ si Ziaci z jednej dvojice. Vyznac, kde sa nachddza lopticka.

Obrazok 7. Vyznacovanie stredu simernosti

Tato uloha, pozostavajuca z dvoch oddelenych tuloh, bola predlozena vSetkym jedenastim
ziakom. V tomto pripade by sme mohli hovorit’ o analdgii s hl'adanim stredu simernosti, ak je
dany bod a jeho obraz. Obe tieto ulohy boli pre zZiakov jednoduché, ked’ze ich vsetci vyriesili
spravnym vyznacenim pozicie, na ktorej by sa mala nachadzat’ lopticka z realizovanych
aktivit.

6. Limity vyskumu

Pred vyslovenim akychkol'vek zaverov povazujeme za délezité upozornit’ na niekolko
faktorov, ktoré nas limitujii prave pred rozsiahlym generalizovanim. V prvom rade treba
uviest’, ze pri praci so spomenutymi ziakmi 4. ro¢nika sme nedosiahli to, aby iSlo o vzorku
reprezentujucu vsetkych slovenskych ziakov 4. ro¢nika. V druhom rade vidime z nasej strany
nedostatok pri mediovani predlozenych uloh, Speciadlne v pripade prvej tlohy, ktoru riesili
zZiaci bez pritomnosti Stvorcovej siete. Nazdavame sa, Ze v pripade, Ze by im bolo poskytnuté
pravitko, zistenia by mohli byt’ o nie¢o obS$irnejSie. Na druhej strane, pri rieSeni predloZzenych
uloh ziakmi mozno hovorit’ o saturacii dat, nakol'ko sa vo vsetkych pripadoch vyskytovali
podobné riesenia a ziacke metody, ktorymi sa Ziaci dopracovavali k vysledku uloh.

Cielom vyskumu bolo poukazat’ na moznost' vyuzitia nematematického predmetu pre
ucely matematickej edukacie. Ked'ze sme realizovali individudlne interview so ziakmi v ten
isty deti ako bola realizovana eduka¢na intervencia na vyuovacej hodine TaSV, ziskané
vysledky nezohladiiujii uroven retencie Ziakov. Schopnost’ Ziakov zapamétat’ si ¢innosti
z edukacnej intervencie sa méze vzajomne lisit’, a preto mozno ziskané vysledky povazovat
za validné len v pripade, Ze je prezentovand edukacnd intervencia nasledovana reflexiou
realizovanych aktivit v ramci vyucovacej hodiny matematiky, a to v rdmci jedného dna.

7. Zaver

Vyskum a realizované pohybové aktivity v ramci vyucovacich hodin telesnej a Sportove;j
vychovy, dokumentuji moznu zrelost' Ziakov primarneho stupiia vzdelavania pre tému
stredovej simernosti, ktord je vramci kurikula matematického vzdeldvania zaradend az
v ramci nizSieho stredného vzdelavania, konkrétne v 5. roéniku. Vyuzité boli Specialne
navrhnuté pohybové aktivity, ktorych realizacia mé poskytnut’ ziakom také redlne sktisenosti,
ktoré by bolo mozné transformovat do podoby matematickych znalosti o stredovej
sumernosti. Prezentované s dve aktivity, v oboch pripadoch vyuzivajiice pohybovu analogiu
procesu zostrojovania obrazu bodu v stredovej sumernosti podla daného stredu.
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K vyhodnoteniu efektivnosti predlozeného edukacného materialu bolo pouzité individualne
interview s ndhodne vybranymi ziakmi, ktoré bolo zamerané na rieSenie dvoch tloh,
stivisiacich so stredovou sumernostou. S ohl'adom na uvedené limity si dovolujeme
konstatovat’, ze predlozeny eduka¢ny material potvrdil naSe prvotné ocakéavania, a to, ze Ziaci
primarneho stupnia vzdeldvania (najmé treticho a Stvrtého ro¢nika) mézu byt schopni, na
zaklade vhodne navrhnutych eduka¢nych aktivit:

e pre dany bod najst’ (nakreslit/zostrojit’) bod, s ktorym je stredovo sumerny podla

daného stredu,

e ndjst’ (nakreslit/zostrojit’) stred simernosti dvojice bodov.

Pre oba vyslovené zavery vSak zaroven plati, Zze hl'adanie a zostrojovanie obrazu bodu
v stredove] sumernosti, ak je dany bod a stred siimernosti, alebo hl'adanie a zostrojovanie
stredu sumernosti, ak je dany bod ajeho obraz, by sa mali realizovat' za pritomnosti
Stvorcovej siete.

Nami prezentované aktivity predstavuju len cast navrhu pre vyucovanie stredovej
simernosti v rdmeci primarneho stupfia vzdeldvania. Preto je potrebné, aby v pripade
praktickej realizacie tychto aktivit nasledovala spolo¢na reflexia pohybovych aktivit so
ziakmi a prepojenie Ziackych skusenosti so samotnym konceptom stredovej sumernosti. Na
prezentované aktivity mozno nazerat’ aj z pohl'adu posiliiovania kontinuity medzi primarnym
a niz§im strednym matematickym vzdelavanim (Scholtzova, 2005). V pripade, Ze by Ziaci
primarneho stupnia vzdelavania mali osvojené zaklady stredovej sumernosti v podobe dvoch
bodov uvedenych vyssie, matematicka edukacia na nizSom stupni stredného vzdelavania by sa
mohla sustredit’ na d’alSie prehlbovanie Ziackych znalosti o stredovej simernosti.
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Abstrakt

Do tfid mateiské Skoly je mozno zatazovat déti stejného ¢i rizného véku a vytvaret tridy
veékové homogenni ¢i vékové heterogenni. V Ceském vzdéldvacim prostiedi neni shoda na
vékovém uspotadani tfid, které by poskytovalo optimalni prostiedi pro socialni, emocni
a kognitivni rozvoj déti. Prispévkem chceme pfispét k diskuzi o vlivu uspofédani tfidy na
efektivitu rozvoje matematické pregramotnosti déti a obohatit ji pohledem budoucich ucitela.
Cilem vyzkumu bylo zjistit, které z uspofadani tfidy budouci ucitelé preferuji a o jaké
argumenty svilj nazor opiraji. Z vyzkumnych zjisténi vyplyva, ze ndzory studentek na vékové
usporadani tiid nejsou jednoznacné, 1 kdyzZ je zfetelnd prevalence nazort preferujicich tfidy
heterogenni. Za hlavni argument pro heterogenni uspotfadani uvadéji, ze déti rizného véku
a rizné mentdlni vyspélosti na sebe mohou navzijem rliznym zplisobem pulsobit, ze
v heterogenni tfidé si mohou mladsi déti osvojit mnoho poznatki tykajicich se matematickych
predstav od starSich déti. Jako ur€itou nevyhodu heterogenni tfidy povaZzuji to, ze kazda vékova
kategorie potfebuje jiny zptisob vzdélavani. Za nezbytny predpoklad efektivniho kognitivniho
rozvoje, tedy také matematické pregramotnosti, povazuji osobnostni charakteristiky a kvality
ucitele, jeho kreativitu a empatii, vysokou kvalitu jeho didaktickych a komunikacnich
dovednosti podporujicich uceni déti s riznou tirovni znalosti, dovednosti a schopnosti.

Kli¢ova slova: heterogenni tfida, homogenni tfida, predskolni vzdélavani, matematicka
pregramotnost, ucitelé matetské Skoly

THE INFLUENCE OF THE AGE ARRANGEMENT OF CLASSES

ON DEVELOPMENT MATHEMATICAL PRELITERACY

IN KINDERGARDEN FROM THE PERSPECTIVE KINDERGARTEN
TEACHER’S POINT OF VIEW

Abstract

In the Czech Republic, little attention has been paid so far to the aspect of the age
arrangement of kindergarten classes. Opinion differ as to which arrangement leads to the
optimal environment for social, emotional, and cognitive development of children (Syslova et
al., 2021). Abroad, heterogenous and homogenous arrangement is being discussed for a long
time, from different perspectives. Reviews investigate the influence of the age arrangement of
the class on the potential of children’s preliteracy development. (Ansari, 2017; Wood & Frid,
2005) as well as on the teacher’s preparations and on the realisation of classroom activities.
(Bailey et al., 2016; Helmerhorst et al., 2019). The aim of our research was to find out which
age arrangement prospective kindergarten teachers — students of kindergarten education at the
Faculty of Education of the Masaryk University in Brno do prefer and which reasons they state
for their opinion. Informal thematic writing (essay) was used as the research method. Research
findings lead to the interpretation that the age arrangement opinions vary, although there is
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significant prevalence of heterogenous classes preference. Mainly because in heterogenous
classes, younger children have the possibility to acquire mathematical ideas from older children.
As certain disadvantage of the heterogenous class, the need of different educational approach
for each age category is percepted. Personal characteristics and qualities of the teacher are seen
as essential precondition of effective cognitive development including mathematical
preliteracy. We believe the research findings may propose relevant information to the
kindergarten teachers as well as ideas applicable in the education of prospective kindergarten
teachers.

Keywords: mixed-aged classroom, same-age classroom, preschool education, mathematical
pre-literacy, kindergarten teachers

1. Uvod

Studenti pfipravujici se na profesi ucitele matefské Skoly jsou casto konfrontovani
s rozmanitymi podnéty pedagogické teorie, Skolské praxe i rodic¢t déti na uplatiiovani svych
osvojovanych profesnich kompetenci ve vékové heterogennich tfiddch matefské Skoly. Pii
formovani nazori na uvedenou problematiku hraje dilezitou ulohu jejich vlastni zkuSenost,
kterd je ziskdvana a formovédna v konkrétnim socidlnim a kulturnim prostfedi, predevsim
v procesu vzdélavani a v pribeéhu jejich dosavadniho pedagogického ptisobeni. Vhodnost
usporadani tfid vnimaji a posuzuji na zakladé prozitych individudlnich zkuSenosti. Zamysleji
se také nad tim, zda a v jaké mife vytvaii heterogenni tiida matetské Skoly vhodné prostiedi pro
rozvoj matematické pregramotnosti.!

2. Teoreticka vychodiska

Ramcovy vzdelavaci program pro predskolni vzdélavani (2018, s. 6) uvadi, ze ,,do tiid je
mozno zatfazovat déti stejného ¢i rizného véku a vytvaret tiidy vékové homogenni ¢i vékové
heterogenni“. Pii vymezeni pojmu heterogenni tiida vychazime z Rathbonovy definice (1993,
s. 64), kterd tikd, ze ,,heterogenni tfida je ta, ve které jsou déti rizného véku a stupné vyvoje
spole¢né*“.? Jejim opakem je tiida homogenni, ,,do niZ jsou zafazovani Z4ci na zakladé ur¢itého
spole¢ného vybéru, zpravidla podle schopnosti, inteligenéniho koeficientu a u¢ebnich vysledkt
(Priicha, Walterova & Mares, 2013, s. 92). Také dalsi charakteristiky heterogenni tfidy uvadéné
v zahrani¢ni literatute (Katz et al., 1990; Blasco, Bailey & Burchinal, 1993) se zamé&fuji na
umyslné seskupovani déti alesponn dvou rtznych veékovych skupin za ucelem jejich
efektivnéjsiho vzdélavani s vyuZzitim riznorodosti trovné dosazenych vysledki a stylii uceni.
Pristup k détem je v téchto tfidach zalozen na sdileni zkuSenosti s ucenim a vytvarenim
jedinecné (individudlni) struktury znalosti.

Problematice heterogenniho uspotadani tiid matei'ské $koly byla dosud vénovana v Ceské
republice minimdlni pozornost. Neni mu v ¢eském ptedsSkolnim vzdelavani vénovan zadny
relevantni vyzkum, pfestoze se spovinnou piedSkolni dochazkou (od 1. 9. 2017)

! Matematickou pregramotnosti rozumime ,,soubor postupné se rozvijejicich pfedpokladti pro matematiku u déti
v dobé pied vstupem do $koly; komplex schopnosti, dovednosti, postoji a hodnot potiebnych pro zahdjeni
a Gspés$né rozvijeni matematické gramotnosti i jejimu uzivani v riznych individualnich a socialnich kontextech*
(Novakova & Novék, 2019). V dalsim textu, predev§im v autentickych vypovédich studentek, jsou pouzity
i terminy ,,pfedmatematicka gramotnost™, ,,matematické piedstavy®, , pfedmatematické predstavy®, ,pred¢iselné
predstavy*, které jsou v praxi matetské skoly bézné.

2V anglicky psanych publikacich jsou k oznaceni heterogenni (vékové smiSené) tiidy nejcasteji pouzivany terminy
»mixed-age*, poptipad¢ ,,multi-age* classroom.
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1 vsouvislosti s kazdoro¢né¢ vysokym poctim odkladi Skolni dochazky cetnost diskuzi
o vhodnosti heterogenniho uspotradani tiid zvysila. Na teoretické urovni Ize zminit Havlovou
(2012) nebo Kotatkovou (2014), dil¢i empirické vyzkumy mlizeme najit v zavérecnych pracich
studenti vysokych Skol. Z jejich zjisténi vyplyva neopodstatnénost obav, ze by heterogenni
t¥idy hiife piipravovaly déti na vstup do zakladni $koly (Srbové, 2011; Veligkova, 2014). Casto
zminovanym negativem heterogennich tiid je podle téchto vyzkumi narocnost piipravy pro
ucitele (Lundkova, 2008; Sajbotova, 2016). Je vSak nutno brat v tivahu urcité limity, které
z takto omezenych zdroji vychazi. Kvalifika¢ni vysokoskolské prace reportuji pouze vystupy
kratkodobého vyzkumu s pomérné malym vyzkumnym vzorkem.

V zahrani¢i mitizeme sledovat polemiku o vyhodach a nevyhodach heterogenniho
usporadani tiid jiz fadu let a to z rizného uhlu pohledu (Syslova, Z., Novéakova, E. & Najvarova,
V., 2021). Ptfevazuji vyzkumné studie, které si vSimaji optimalniho socioemo¢niho
a kognitivniho rozvoje ditéte - Lanphearova (2016), Okutanova a kol. (2014) a ¢innosti ucitele
materské Skoly pfi priprave a realizaci aktivit ve tfid¢ - Bailey a kol. (2016), Helmerhorstova
a kol. (2019). Vzhledem k zaméfeni naSeho ¢lanku povazujeme za relevantni ty zahrani¢ni
studie, které jsou zacileny na vékové usporadani tfidy z hlediska jeho potencialu k rozvoji
pregramotnosti déti v jednotlivych oblastech pfedskolniho vzdélavani. Zjist'uji, zda jsou déti
z heterogennich tfid 1épe pfipraveny na vstup do zékladni Skoly (Ansari & Purtell, 2018); zda
a v jaké mife vytvaii heterogenni tfida vhodné prostfedi pro rozvoj ¢tenarské pregramotnosti
(Ansari, 2017) a matematické pregramotnosti (Wood & Frid, 2005). Soustfed’uji se na to,
jaké jsou hlavni efekty slozeni heterogenni tfidy a jak se promitnou do vykonu déti.

3. Metodologie vyzkumu

Cilem naseho Setfeni bylo zjistit, jaky je nazor studentek na moZnosti rozvoje
matematické pregramotnosti ve vékové heterogennich tridach mateiské skoly v porovnéani
se tiidami homogennimi; které z téchto uspofadani budouci ucitelé preferuji a o jaké argumenty
svlj nazor opiraji.

Jako vyzkumnou metodu jsme vyuzili tematické psani textu formou volné pisemné
produkce (eseje). Tematické psani je vlastné kvalitativnim protikladem dotazniku, v némz
respondenti odpovidaji na fadu otazek stanovenych vyzkumnikem: orientace tematického psani
je opacna (Wiegerova & Gavora, 2014). Pokusili jsme se studentky angaZovat k uvaZovani
o sob¢, nebot’ text, ktery produkovali, je konstrukci jejich vlastni subjektivity (Novakova,
2018). Vyhodou pisemné metody je, Ze mediacni efekt vyzkumnika je mens$i v porovnani
s interview a participant pracuje vlastnim tempem (Elizabeth, 2007).

Vyzkum jsme uskutecnili ve dvou souborech respondentii. Tvofilo je 56 studentek
2. ro¢niku prezencni formy a 22 studentek 1. roéniku kombinované formy bakalatrského studia
ucitelstvi pro mateiské Skoly na Pedagogické fakult¢ MU v Brn&. Sbér dat se uskutecnil
v letnim semestru akademického roku 2019/20. Studentkdm jsme vysvétlili zdmér vyzkumu
a dali jim stru¢né instrukce tykajici se obsahu tematického psani. Téma bylo uvedeno otazkami:

1) Které usporadani tridy preferujete vzhledem k potencidlu rozvoje matematickée
pregramotnosti deti?

2) Jaké aktivity, prostiedky a pomiicky povazujete za vhodné pro rozvijeni matematickeé
pregramotnosti déti v heterogenni tride?

Obsah ani rozsah textu nebyl nijak pfesnéji vymezen. Zakladni metodou, ktera umoznila
nasledné formulovat zjiSténi, byla tematicka analyza textu (Braun & Clarke, 2006). Jednotlivé
vypovedi jsme se pokusili shrnout, strukturovat a analyzovat s cilem hledat odpovédi na
vyzkumné otazky, uvedené vyse.
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4. VyzKumna zjiSténi

Vypovédi studentek jsou velmi rtiznorodé, v nékterych piipadech az protichiidné. Rada
znich ma kratkodobou nebo 1 dlouhodobéjsi praxi v prostiedi mateiské Skoly bud’
v homogennich nebo heterogennich tfidach nebo v obou uvedenych typech uspotradani tiidy.

Ziskana zkuSenost se do jejich nazord promitd. Tuto skutecnost si uvédomuje také studentka,
ktera uvedla:

e Byla jsem na praxi v obou typech tfid. Myslim, Ze neni spravna nebo Spatna odpoveéd na to,
ktery zptisob je lepsi. Kazdé uspotadani ma své klady i zapory a nelze jednoznacné urcit, ktery
je ten ,,idedlni*. Kazdy ma pravo na svlij nazor a svtij thel pohledu.

4.1. Preference usporadani tridy z hlediska ditéte

Rozvijeni matematické pregramotnosti jako jedné z komponent kognitivniho rozvoje
(poznavacich schopnosti a funkci, myslenkovych operaci - pozornosti, soustiedéni a paméti)
déti povazuji respondentky za vhodné a pro predskolni dité za vyznamné v obou zptisobech
usporadani tFid. Soucasné si ve svych vyjadrenich zieteln€ uvédomuji, zZe rozvoj matematické
pregramotnosti je uzce spojen srozvojem mysSleni, feci, motorickych schopnosti, ale
i zrakového a sluchového vnimani, pamétovych schopnosti a pozornosti jiz v raném véku
ditéte. Zdlraziuji pozadavek komplexniho rozvoje détské osobnosti, v némz maji matematické
predstavy své nezastupitelné postaveni pti rozvijeni ,,mysleni v souvislostech prostiednictvim
feSeni problémi®. ZkuSenosti ziskané¢ budoucimi ucitelkami v pribéhu dosavadni praxe je
vedou k zavéru, ze piilezitosti k rozvijeni matematickych ptedstav lze najit v riznych
praktickych souvislostech, aktivitach a ¢innostech bézného dne ditéte, pfi nichz se rozviji jemna
motorika, rozpoznavaji rizné tvary a barvy, rozviji se prostorova piedstavivost.

e Tamatematika se odrazi vSude v Zivote, ve vSem ji déti potfebuji. Cokoli délaji, tak vSechno ma
souvislost s matematikou. Takze uréit¢ od malovani, stfihani, skladani rGznych kostek.
V podstaté my uz ty déti pfipravujeme od téch tii let tim, Ze si néco stavi z kosticek. Dokazou
a vtom predskolnim veéku se dopracuji az tfeba knéjakym tém spoleCenskym hram
zajimav¢jSim, kde fesi uz opravdu néjaké slozitejsi ukoly, rébusy a podobné. Urcité pro déti to
ma piinos pro déti ze vSech stran, protoze bez té matematiky se clovek tézko bude orientovat
dal v zivote.

e Na praxi vidim, Ze k rozvijeni matematickych ptfedstav maji déti mnohem vic pfileZzitosti, nez
jsem si myslela. J& jsem tam vzdycky jenom vidéla ty pracovni listy, co délaji na predskolni
piipravé. A jsem rada, Ze to neni jenom to, ze tuztickou pfifazuji motylky k motylkiim a ¢ervené
auticko k cervené garazi, ale Ze tfeba venku sbiraji pfirodniny a tfidi je, kazdy den n¢jaka takova
¢innost se naskytne.

Podle minéni studentek je vSak vliv zatazeni déti do vékovée heterogennich ¢i homogennich
tfid na Uroven rozvoje jejich matematické pregramotnosti rizny. Pfitom v nékterych
vypovédich se povazuje za vhodnéjsi prostiedi heterogennich, v jinych homogennich trid.
Studentky preferujici heterogenni usporadani uvadeji, ze zde mohou mladsi déti pochytit
mnoho poznatkil tykajicich se matematickych pfedstav od starSich déti, které jiz umi
pojmenovat tvary, rozlisit pocty pfedmétll, vzajemné je piifazovat, sefazovat podle velikosti aj.,
a s mladsimi se déli o své zkuSenosti. Jako zna¢ny klad tohoto usporadani vnimaji studentky
fakt, ze déti riizného véku na sebe mohou navziajem riiznym zpiisobem pusobit. Uvedena
skutecnost je dominantné¢ zminovana jako hlavni argument pro preferenci heterogenniho
usporadani ve vypovédich studentek prezenéniho studia. Mladsi déti se chtéji vyrovnat svym
star§im kamaradim, podporuje se v nich zajem o uceni a intelektualni ¢innost, mnohdy ziskaji
mnoho podnétl nejen pro rozvoj matematickych piedstav, které si ani samy neuvédomuyji:
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e Mladsi déti diky tém starSim ziskavaji nové a nové zkuSenosti a dovednosti, které si pozdéji
osvoji natolik, Ze to za¢nou délat samy automaticky. Diky takovému pfedavani poznatku se déti
uci i feCovym schopnostem, rozviji se jejich slovni zasoba. Takova tiida je navic pro déti velmi
prirozend, protoze sruzné starymi lidmi se déti stykaji cely zivot. Je to prosté piirozené
prostiedi.

e Myslim si, Ze pfedmatematické predstavy se vice rozvijeji v heterogennich tiidach, kde mame
jak predskolni déti, které se postupné s ucitelem piipravuji na zapis do prvni tfidy zakladni
Skoly, tak i mladsi déti. Mladsi déti vSak vSe pozoruji, dokonce se i stdva, ze se mladsi déti
nckdy od svych starSich sourozencii naucily rizné matematické prvky a radi predSkolnim détem.
Sikovné mladsi déti se velmi zajimaji, co predskolni déti vypracovavaji u stoleckd, proto se
stavd, ze dobrovoln¢ plni rizné ukoly se starSimi détmi. Tim se vice rozviji
v pfedmatematickych pfedstavach, aniz by k tomu byly nuceny. Star$i déti se také rady chlubi
tim, Ze umi néco navic nez ostatni déti.

e Konkrétné u predmatematickych predstav je dle mého nézoru velice dulezité, aby détem
jednotlivé kroky a znalosti na sebe vzadjemné navazovaly a davaly logicky smysl. Pokud déti

vvvvvv

by déti urcitému kroku Spatné porozumély. Je pro né potom velice tézké vynechany stupeni
dohnat a ,,pfeucit™ se ho spravné.

e Pfedmatematické piedstavy by se mély rozvijet hlavné pomoci her, pozorovani, experimentu,
vlastnich zazitkti. Déti v heterogenni tfidé mély moznost zkusit kazdou ¢innost, od navlékani
ur¢itého poctu koralku do seskupeni tvari riznych velikosti. Mladsi déti si vybiraly spis§
ginnosti, kterym rozumély, poptipadé starsi déti mladsim poméhaly. Sestileté zvladly viechny
¢innosti béhem dopoledne.

Ve vypovédich se pfipomind smysl ,pfedmatematické ptipravy* pro nasledné Skolni
vzdélavani 1 potebnost a uziteCnost matematickych poznatki pro prakticky zivot predskolaka:

e V mnoha skolkach jsou predskolacké edukacni skupinky, kde spolu s rodi¢i probiha cilena
priprava a rozvoj dovednosti pro uspésné zvladnuti Skolni dochazky. PredSkolni déti dovedou
diskutovat, probirat témata do hloubky, protoZe cht¢ji navazat né¢im novym na to, co jiz znaji
a umgji.

Nazory na vhodnost prostfedi heterogenni tfidy vSak nejsou jednoznaé¢né. Studentky
naptiklad uvadégji, Ze pro rozvoj logického mysleni a matematické pregramotnosti jsou velmi
vhodné hry s pravidly. Pti takovych hrach déti uplatiiuji riizné strategie odpovidajici jejich véku
¢i stupni vyvoje a tim dochazi k rozvijeni jejich logického mysleni. Pro tento rozvoj je ale
dilezité, aby déti tyto strategie objevily samy, aby je hledaly a zlepSovaly z pozice svého
soucasn¢ho stupné vyvoje. Pravé tim se rozviji jejich logické mysleni. Podle nazoru jedné
studentky dochazi v heterogennich tfidach k tomu, Ze star$i déti maji tendence mlads$im radit,
jak lépe hru hrat — jakou efektivnéjsi strategii vyuzit, coz u mladsich blokuje rozvoj jejich
hledani a zlepSovani. Tyto déti pak maji tendenci bud’ hru opustit, nebo strategii
bezmyslenkovité kopirovat. Dalsi argument uvadi jina studentka. ObtiZnost aktivit se odviji od
véku ditéte a jeho schopnosti. Zde vidi uskali vyvoje predmatematickych piedstav
v heterogenni skuping, kde se didaktické ¢innosti musi ptizpisobit moznostem vsech déti ve
tiid€. Starsi déti “jednodussi® hry nemusi zaujmout. Na stranu druhou, kdyz ucitelka pfipravi
¢innost zamétfenou na piipravu starSich déti do Skoly, mladsi déti zistanou v roli pasivniho
divaka:

e Nejdulezitéjsi je déti nezatézovat Cisly a jinymi vécmi, které patii az na prvni stupen zakladni

Skoly. Do cinnosti jako je posuzovani, ve které nddobé¢ je vice kulicek nebo pokust, aby dite

spocitalo zviratka na obrazku, se mohou v heterogenni tfid¢ zapojit déti jakéhokoliv véku. Déti
mladsi budou pozorovat barvy a pasivné vnimat pocitani predskolakti nebo nadanéjsich zaku.
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e Ve skolce se setkdavam pouze s tim, do kolika umi déti napocitat... V heterogenni tiid¢, kde
v zafi nastoupila i dvouleta ditka, jsme byli radi, kdyz znaji pocet do tfi. U predskolaku je to
samozrejme néco jiného.

e Prostiedi homogenni tfidy Casto vybizi k rozvoji soutézivosti v kolektivu. MiiZe se stat, ze se
soutézivost stane nezdravou. Soutézivosti se v§ak da krasné vyuzit zejména v kolektivu star§ich
déti, které jsou na prahu mezi mateiskou a zékladni Skolou. V tomto veéku uz jsou déti schopny
zpracovat a vyuzit zkuSenosti, které v kolektivu ziskavaji. Déti si diky tomu upeviuji
a uvédomuji naptiklad vyznam uspotfadani — pojmi: prvni, druhy, posledni. Soutézivosti se da
vyuzit ale nejen béhem pohybovych her, ale i pfi béznych ¢innostech. Je vSak nutné myslet na
to, aby se z pobytu v matei'ské skole nestala soutéz a dbat na zdravy psychicky rozvoj v této
oblasti. Na druhou stranu je pro Zivot nas vSech dulezité naucit se vyhrdvat, ale i prohravat.
A srovnat se s tim.

Za urcitou nevyhodu heterogenni tfidy je povazovano to, ze kazda vékova kategorie
poti‘ebuje jiny zpisob vzdélavani. Studentky jsou si z vlastni zkuSenosti védomy toho, ze
v matetské Skole jsou uplatiovany aktivity spontanni i fizené, vzdjemn¢ provazané a vyvazené,
v poméru odpovidajicim potfebam a moznostem piedSkolniho ditéte. Pro rozvoj
matematickych predstav ditéte je takovou specifickou fizenou formou, vhodnou pro piedskolni
vzdélavani v podminkach matetské Skoly, didakticky zacilena ¢innost, kterd je uCitelem piimo
nebo nepifimo motivovana, ktera je ditéti nabizena a v niZ je zastoupeno zamérné (cilené,
planované) uceni. Tyto Cinnosti probihaji v heterogennim uspotfadani zpravidla v mensi
skuping ¢i individudlng. V souladu s postupujicim veékem a vyspélosti ditéte a na zaklade jeho
narastajiciho zdjmu o Cinnosti, na které miize navazovat systematicka Skolni prace, muze
ptirozené takovych ¢innosti v programu ditéte pfibyvat.

Didakticky styl vzdélavani déti v matetské Skole je zalozen na principu vzdélavaci
nabidky, na individualni volbé a aktivni ucasti ditéte. Ve vypovédich studentek se objevuje
argument, ze v heterogenni tfidé se malé tfileté déti uci uplné zaklady a vSe se jim musi
vysvétlovat jednoduseji, coz starSi déti nemusi bavit. Naopak, kdyz se bude se starSimi détmi
probirat néco presahujici troven chapani mladsich, nebudou tomu rozumét a neudrzi pozornost.
Proti tomu se vyskytuje opacny nazor, ze mladsi déti se rychleji posouvaji v tom, co uz umi,
protoze to vidi u starSich kamaradi a chtéji to zvladat taky. Ziskdvaji informace nejen
prostiednictvim cilenych vychovné vzdélavacich Cinnosti, ale i neforméalnim zpiisobem, a to
pozorovanim a napodobovanim star§ich kamaradu; prebiraji od starSich vzorce chovani, cely
proces je ptirozengjsi.

4.2. Vyznam osobnosti ucitele, uzivanych metod a didaktickych pomuicek

Osobnostni predpoklady a kvality ucitele, jeho kreativita a empatie (,,musi véfit tomu,
ze kdyz se bude détem vénovat, tak je to uzite¢né*) jako predpoklad rozvijeni riznych stranek
osobnosti ditéte, tedy také matematické pregramotnosti, jsou uvadény ve vypovédich, které
preferuji heterogenni i homogenni uspofadani. Vzhledem k nutnosti pfizpasobit piipravu
1 vlastni realizaci aktivit riznym vékovym skupindm obvykle povazuji pro ucitelku praci
v heterogenni tiFidé naroc¢néjsi. Ucitelka musi détem pfipravovat rizné ¢innosti, které jsou
adekvatni jejich véku a mentélni vyspélosti, tim jim pomoci se vice rozvijet v jednotlivych
oblastech. Mezi tyto Cinnosti mohou patfit spontanni hry i Fizené, didakticky zacilené
¢innosti s didaktickymi pomiickami. Z uvedeného vyplyva nutnost, aby ucitelé vykazovali
vysokou kvalitu v didaktickych a komunikaénich dovednostech podporujicich uceni déti
s riznorodou Urovni znalosti, dovednosti a schopnosti. I pfi tomto zplisobu prace jsou pro
tvorbu i realizaci vzdélavaci nabidky v heterogennich tfidach vyuzivany metody a prostfedky
specifickych didaktik jednotlivych obori vychovné vzdélavacich c¢innosti, pokud jsou
zaméteny na praci s predskolnim ditétem a pokud odpovidaji psychologickym a didaktickym
specifikdm ptredskolniho vzdélavani.
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V této souvislosti pfipomind jedna studentka zdvazny moment, vztahujici se k oborovym
kompetencim ucitele: neni si jista, zda si vSichni pedagogové dokazou uvédomit, ,,ze tam néjaké
ty pfedmatematické predstavy jsou®. PovaZzuje za nejobtiznéjsi zvolit nejvhodnéjsi zptusob, ,,jak
to (tj. ¢innosti rozvijejici matematickou pregramotnost) détem podat, aby to pochopily dobie®.
Ve vyctu konkrétnich didakticky zaméfenych aktivit uvadéji piiklady a vlastnich zkuSenosti
z praxe. Opakuje se vyuziti pracovnich listl, prace se stavebnicemi, doplinovacky, omalovanky,
ttidéni predmétii podle barev nebo riznych jinych kritérii:

e Dalsi Cinnosti, ktera se zaméiuje na rozvoj pfedmatematickych ptedstav, je d¢j. Neékdy détem
zahrajeme pohadku s manasky, pie¢teme v knize, pfipadné pustime na televizi a poté si o ni
povidame. Rikame si, jaké tam vystupovaly postavy, co ktera udélala, co se stalo, jestli byla
hodnd nebo zla a jak pohadka skoncila. K procviceni této dovednosti miize byt vyuZito
popisovani obrazkd. Vyzadujeme zdtvodnéni ditéte, pro¢ napiiklad na obrazku chybi u draka
ocas. Dité se u¢i argumentovat, vytvaret logické odpovédi (napf. ocas je za mrakem) a vnimat
ito, co nevidi, co na obrazku chybi. Mit pfimétenou slovni zasobu, pojmenovavat jevy ve svém
okoli je vyznamné. Poté pted déti polozime nékolik obrazkt z dané pohadky s tim, ze déti maji
za kol obrazky sefadit podle toho, jak se staly.

e Vyhodou smiSené tfidy je rozmanitost pomticek a vybaveni. Diky tomu se mizou dostat mladsi
déti do kontaktu s aktivitami, které by v homogenni tfidé ur¢ené mladsim détem nemély Sanci
vyzkouset. Tteba tfidéni. Opét plati, ze mladsi déti potiebuji jednodussi tridici prvky. Naptiklad
pro n¢ lehce uchopitelné kostky, ze zacatku pouze ve dvou barvach a tfidi na dvé hromadky.

¢innosti.

e (o se tyka rozvoje predmatematickych pfedstav, jsem jednoznacné zastancem homogennich
tfid, které umoziuji jednotnéjsi vychovné a vyukové postupy, cilenéjsi zamereni didaktickych
pomtucek a celkového vybaveni tfidy. Domnivam se, Ze v homogennich tfidach ma uditel vetsi
moznosti a zaroven vetsi efektivitu, jak déti rozvijet, protoze se nemusi potykat s velkymi
vékovymi rozdily. Vyznamny vliv vidim pfedevsim u predskolnich déti, které jiz maji vyrazné
jiny rezim dne, s mensi potiebou odpocinku, a naopak vys$simi naroky na rozmanitost aktivit,
podnéth. Cilena jednotnost v ptipravé pro Skolni dochazku.

Jind studentka uvadi na zéklad¢ vlastni zkuSenosti dal§i argumenty ve prospéch
homogenniho uspotadani:

xn CA

eV homogenni tfid¢ "predskolackd" mizeme vSechny aktivity vice sméfovat k hlubsimu rozvoji
jejich dovednosti tim, Ze jim mizeme vénovat vice pozornosti, nez kdyz mame ve tiidé zaroven
mlad$i 1 star§i déti. Mam tento dojem z vlastni zkuSenosti, jelikoZz mivam praxe praveé
v homogenni tfidé¢ u déti ptedskolniho veéku. Mizeme Iépe vymyslet i skupinové aktivity
anemusime déti ve tfide (jako tfeba v heterogennich tfidach) "rozdélovat". Taktéz mizeme volit

vvvvvv

Nevyhodou heterogenni tiidy je podle nazoru nékterych studentek také to, ze predskolni
déti nemaji potiebny klid naptiklad na vypracovavani tkoli a pfipravy na Skolu.
V homogennich tfidach zvladaji ptedskolni déti ndro¢néjsi strukturované ¢innosti, které¢ smetuji
ke kvalitni pfipravé na vstup do Skoly. Aktivity mohou byt cilené ptizptisobeny jejich potfebam
a systematicky zaméfeny na piedskolni vzdélavani.

Opakuje se argument, Ze homogenni tfida byva vhodna zejména pro predskolni déti.
Studentky vychazeji ze své, praxi dosud nekorigované predstavy, ze ulitelka se pii ptiprave
aktivit v homogenni tfidé mlze zamétit pouze na jednu vékovou skupinu, Ze ¢innosti mize
vybrat tak, aby jim vSechny plné porozumély a zaroven nikoho nenudily. Lépe se jim vymysleji
ukoly pro déti, které jsou stejné staré a maji ptiblizné stejné schopnosti a dovednosti, podobné
potieby. Voli podobné ¢innosti pro vSechny déti, nemusi tak tyto aktivity prizptisobovat détem
ruzného véku:
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e Z pohledu ucitelky vidim homogenni tfidu jako hodné jednotvarnou. Ucitelka déla jednotnou
pfipravu na Cinnosti. Stejny rezim ve tfidé. Zastavam nazor, Ze heterogenni tfida je na praci

Vv

je zvladaly a rozvijely, neni Giplné jednoduché.

5. Shrnuti, diskuze a zavéry

V ¢lanku jsme chtéli ptispét k diskuzi o rozmanitych aspektech uspotradani tiid mateiské
Skoly a obohatit ji o ndzory budoucich uditelii. Zaméftili jsme se na jednu stranku osobnosti
ditéte, kterou je rozvoj jeho predpokladii pro matematiku v dob¢ pied vstupem do skoly.

Pohled budoucich ucitelek matefskych Skol na vymezené otazky poskytl ur€itou sumu
poznatkd a dat. Respondenty vyzkumu byly studentky, které¢ se mohly ve svych vypovédich
opfit nejen o teoretické znalosti ziskané studiem, ale také o delsi nebo kratsi praxi v konkrétnim
prostiedi matefské Skoly. Uvedena skutecnost se podle naseho minéni mohla promitnout i do
intuitivné vnimanych preferenci potencidlu heterogenniho nebo homogenniho uspoiadéani
vzhledem k rozvoji matematické pregramotnosti déti. V nékterych pripadech se jedna o znacné
kategoricka tvrzeni s uvedenim argumentil pro autorku vyznamnych, jindy jsou vyjadieni velmi
zdrzenliva, rezervovand, u védomi vlastni malé zkuSenosti studentky. Uvédomujeme si, ze
pocet respondentll ani zvolend kvalitativni metoda neumoznuji jednoznaéné zdvéry, piesto
ziskana data povazujeme za podnétna.

Pokud jde o vnimani v€kové heterogenniho a homogenniho uspotfadani tfid v mateiské
Skole a jejich vlivu na edukaci je zfetelna prevalence nazori preferujicich tfidy heterogenni.
V takto zamétenych vypovédich se zduraznuje zakladni smysl vékoveé smisené¢ho uspotradani -
vytvotit détem podstatné vétsi prostor pro vzajemnou spolupraci mladsich a starSich, které Ize
vyuzit pfi kognitivnim rozvoji déti, tedy také jejich matematické pregramotnosti. Piistup
k détem je v téchto tiidach zalozen na ocenéni rozmanitosti skupiny, na tom, ze déti nejsou
srovnavany, ale pozornost je zamétena na jejich individualni pokroky. Na zdklad€ nabidky
aktivit rizné naro¢nosti je v heterogenni tfidé mozny spontanni ,,pfesun“ mezi dvéma nebo
1 vice skupinami déti nebo jednotlivei k ¢innostem pro né atraktivnéjSim.

Jak zdtraznuji Burkovicova a kol. (2018), dité predSkolniho véku vnima a zpracovava
podnéty a zkuSenosti jinak nez dospély nebo zak primarni ¢i sekundarni skoly, vytvaii si vlastni
obraz o svété, ostatnich lidech 1 o sobé samém. Ten si konstruuje na zdklad¢ individualnich
zkuSenosti, které postupné nabyva. Na vse se diva optikou tzv. naivnich teorii (prekoncepti).
V heterogennich tfidach matetské Skole si déti rizného véku, riznych schopnosti a rtizné
urovné kognitivniho vyvoje navzajem porovnavaji vlastni (pre)koncepty, zejména v ramci
kooperativnich ¢innosti, a zjiSt'uji, ze ostatni mohou stejnou véc vnimat jinak. Mohou pfijmout
(pre)koncepty jinych déti, a tak rekonstruovat vlastni, nebo je neptijmout.

Uvedeny nazor koresponduje také se zjiSténimi relevantnich zahrani¢nich vyzkumd.
Okutanova a kol. (2014) vyzkumné ovéfili, Ze rozmanitost heterogennich tfid je vyznamnym
stimulem, protoZe kazdé¢ dit€ ma Sanci najit si zptsob uceni vhodny pro svoji uroven. Pro déti,
které vykazuji rizné pokroky v riznych vyvojovych oblastech, by ueni nemélo byt omezeno
pouze na jeden vzor. Woodova a Fridova (2005) zapracovaly rozvijeni matematickych piedstav
do specifického vzdélavaciho programu v heterogenni tfid¢, v némz vyuzivaly ptiklady a détem
znamé situace z bézného Zivota. Déti sdilely béhem ukolt své napady, diky ¢emuz se ucily
z napadu ostatnich déti. Pokud se ve skupiné€ objevilo zkuSené;jsi a vyspélejsi dité, prebralo roli
vedouciho ¢i doucujiciho. Uceni bylo zalozeno na intersubjektivit¢ (intersubjektivitou je
nazyvana spoluprace a spolecnd pozornost, které jsou zdkladem pro komunikaci a rozsiteni
détského chapani novych informaci), pficemz star§i déti pomahaly mlad$im détem. Autorky
upozornuji, ze déti si vzajemn¢ pomahaji i v homogennich tfidach, avSak v heterogennich jsou
daleko vétsi rozdily mezi détmi, ¢imz je 1 vyssi efektivita sdileni mezi star§im a mladSim
ditétem.
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Studentky v naSem Setfeni vSak upozoriiuji na nékteré problematické momenty, které
mluvi spiSe ve prospéch tiid homogennich. Jednim znich je efektivnéjsi priprava na
systematické Skolni vzdélavani v homogennich tiidach piedskolnich déti. V nich lze klést
vys$$i naroky na rozmanitost a roven kognitivnich aktivit, tedy také aktivit cilen¢ rozvijejicich
matematickou pregramotnost. Rovnéz z nékterych zahrani¢nich zkuSenosti vyplyva (Ansari,
2017), ze v heterogenni tiid¢ byl vénovan mensi rozsah ¢innosti, nez u déti z homogenni tiidy,
rozvoji jazyka a matematickych piredstav. Ucitelky v heterogennich tfidach ve vyzkumu
Ansariové mély tendenci pfizplsobit svou praci mladsim détem, coz je pro starsi a vyspélejsi
déti nevyhodné. Touto skutecnosti autorka vyzkumu zdavodnuje, ze déti ve smisSené tiide
dosahovaly horsich vysledkli v matematické pregramotnosti a ¢teni, v rozvoji jazyka a ve
vykonovych funkcich. Pfisuzuje to skutecnosti, Ze déti dostdvaly méné ucitelem fizenych
instrukci.

Zavérem uvedme, Ze v Ceském vzd€lavacim prostfedi nepanuje shoda na vyznamu
a efektivité jednoho ¢i druhého uspotadani tfid matetskych skol. Nejsou k dispozici ani data,
znichz by bylo zifejmé, jakému usporadani tfid davaji pfednost samy matetské Skoly.
Z hospitaci provadénych Ceskou $kolni inspekci vyplynulo®, Ze v roce 2019 bylo z celkového
poctu 4103 navstivenych tfid 1112 vekoveé smiSenych, pro déti od tii do Sesti let véku. Z toho
miizeme usuzovat, Ze jde asi o étvrtinu z celkového poétu tiid v Ceské republice.

Domnivame se, ze otazky souvisejici s efektivitou heterogennich a homogennich tfid
v ¢eském prostiedi by bylo tfeba ovérit vyzkumné. Nova vyzkumna zjisténi by mohla pfinést
relevantni informace ucitelim matefskych skol, ale také vyuzitelné v ptipravném vzdélavani
ucitel. Danou problematiku povazujeme za velmi aktudlni, nového vyznamu nabyva také
v souvislosti s povinnym poslednim rokem ptedSkolniho vzdélavani.
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Abstrakt

V matematike a hudobnej vychove je mozné identifikovat’ mnoho spolo¢nych elementov.
Obe oblasti poznania vyuZzivaju jazyk, kde st koncepty a vztahy medzi nimi prezentované
pomocou Specifickych symbolov. Vyskumy ukazuji na pozitivny vplyv realizacie ¢innosti
hudobného charakteru na rozvoj matematickych schopnosti (Kolodziejski, 2012, Luczak,
2015), ale aj naopak — matematické schopnosti su prediktorom porozumenia hudobnych
konceptov. Eduka¢né aktivity integrujuce matematiku a hudobnt vychovu podporuju proces
porozumenia roznych matematickych pojmov. Vychodiskom pre kreovanie navrhov aktivit
uvedeného charakteru je analyza obsahu vzdeldvania oboch vyucovacich predmetov.
V prispevku budu prezentované moznosti vyuzitia elementov matematiky a hudobnej vychovy
pri porozumeni pojmov z geometrie. Hudobné modely konceptu symetria moézu byt
prostriedkom pre lepSie pochopenie pojmu osova sumernost’.

Klucové slova: matematika, hudobna vychova, symetria, osova simernost’

THE MODELS OF SYMMETRY WITH MUSIC ELEMENTS
IN MATHEMATICS EDUCATION

Abstract

Many common elements can be identified in mathematics and music education. Both areas
of knowledge use language, where the concepts and the relations between them are presented
using specific symbols. Results of research show to the positive impact of application musical
activities to developing mathematical abilities, and vice versa — mathematical abilities are
predictors of musical concepts understanding (Kolodziejski, 2012, Luczak, 2015). Educational
activities integrating mathematics and music support the process of understanding various
mathematical concepts. The analysis of the education content of both areas/subjects is a key
starting point for creating the mentioned proposals for activities. The possibilities of using
mathematical and musical elements within the process of understanding the geometrical
concepts are presented in the paper. Musical models of the concept of symmetry can be a means
of better understanding the notion of axial symmetry.

Keywords: mathematics, music, symmetry, axial symmetry

1. Uvod

Pre zhodné zobrazenia plati, ze pri zobrazovani utvarov sa ich tvar a vel'kost’ zachovava,
zatial’ ¢o ich pozicia sa moze menit. V pripadoch, kedy je Gtvar rotovany (rotacia), zrkadlovo
zobrazeny (osova sumernost’) alebo posunuty (translacia) hovorime o zhodnom zobrazeni.
Tieto zobrazenia su Casto referované s preklopenim, posunutim, otoenim utvaru, objektu
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(Jorgensen & Dole, 2011). V texte budi pojmy symetria a simernost’ (Gtvary symetrické,
sumerné) pouzivané v ekvivalentom vyzname.

Spolu s predstavami o rdznych ttvaroch sa v mysleni deti rozvijaju aj poznatky o symetrii
a zhodnosti (Clements & Sarama, 2014). Vnimaji symetriu objektov vyskytujucich sa v ich
okoli, akymi st napriklad listy stromov, motyle, kvetiny, lienka a pod., ktorych modely su bud’
redlne objekty alebo su znazornené v rovine vo forme obrazkov ¢i fotografii. Postupne deti
pracuju aj so symbolmi, ikonami, ktoré st symetrické — srdce, kvet, smejko, Cislice, pismena,
rozne znacky, loga, piktogramy atd’. Prezentovana moze byt aj simernost’ podl'a zvislej roviny,
ktora je spojend s udrziavanim rovnovahy tela (Novakova & Novék, 2019).

Existuje pomerne vel’ké mnozstvo manipulativnych prostriedkov, prostrednictvom ktorych
maji Ziaci moznost’ nadobudat’ skiisenosti s konceptom symetria (Zilkové, 2010, Novakova &
Novék, 2019, Sim¢ikova & Tomkovéa, 2005). Pri niektorych je prioritnA manipulacia
s predmetmi v redlnom priestore, v inych pripadoch ide o pracu s digitdlnymi prostriedkami vo
forme hier. Navrhy na manipula¢né predmetné, ale aj virtualne aktivity, zamerané na skimanie
samernosti predstavuje Zilkova (2010). Poukazuje na rdzne moznosti aplikacie osovej
simernosti vyuzitim zrkadla, v manipulativnej verzii. Reprezenticie na vysSej urovni
abstrakcie su Casto vyuzité pri elektronickych hrach, vytvorenych v roznych dynamickych
geometrickych prostrediach. Na zaklade vyssie uvedenych skuto¢nosti mozno uvazovat
o existencii roznych typov reprezentacie objektov sluziacich ako prostriedok na vytvorenie
predstavy o koncepte symetria.

Bruner (1960) vymedzuje tri typy reprezentacii: (1) enaktivha — spojend s priamou
¢innostnou skusenost'ou; (2) ikonickd — skusenosti st zaznamenavané pomocou obrazcov,
zastupnych modelov realnych objektov a (3) symbolicka — kde sa pracuje so symbolickym
(matematickym) jazykom a zapisom. Jednotlivé typy reprezentacie maju svoj vyznam, preto je
dodlezité, aby bol v praxi aplikovany kazdy z nich. Tyka sa to aj matematickych konceptov, kde
su dolezité ich rozne reprezentacie v procese kreovania predstavy o danom pojme, pri rieSeni
problémov, pri zaznamendvani myslienkovych postupov a pod. Inak tomu nie je ani v pripade
pojmu symetria.

Rd&zne typy reprezentacii je mozné vyuzit’ aj v ¢innostiach spojenych s pojmom symetria.
Enaktivna reprezentacia sa vyskytuje napriklad v Cinnostiach, kedy je wvyuzitd praca
s geometrickym zrkadlom. Ziak tak ma moznost overit’ vlastnosti objektu manipulaénou
¢innostou s geometrickym zrkadlom. V zrkadle vidi obraz modelu, ktory predstavuje vzor
(konkrétny predmet, obrazok, cast obrdzka a pod.). Ikonicky typ reprezenticie je mozné
pozorovat’ v situdciach, kedy je praca realizovana v rovine, napriklad na papieri, bez pouzitia
pomdcok typu zrkadlo. Ziak ma napriklad vytvorit' v §tvorcovej sieti obraz utvaru (t. j. obraz
vzoru v osovej sumernosti). Pri symbolickom type reprezentacie mézu byt za vzory
povazované rdzne abstraktné obrazce, symboly — napriklad noty, r6zne symboly pre rytmus,
pohyb a pod.

NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) uvaddza odporucanie tykajuce sa
vyuzivania manipulativnych ¢innosti pri identifik4cii a znazoriiovani réznych typov symetrii.
Vysledky pozorovania rieSenia uloh z oblasti symetrie predstavuji Hoyles & Healy (1997).
V ramci Stadie boli pri praci deti evidované tri mody ulohy — enaktivna (pohyb modelu
korytnacky), ikonickad (vizualizacia cesty) a symbolickd (zdznam pohybu pomocou kodu).
Aplikovand bola aj Cinnost' spojena s prekladanim papiera, na ktora nadvdzovala praca
v §tvorcovej sieti zndzornenej na papieri.

Predpokladom uspesného rieSenia uloh vyuzitim symetrie su, ako uvadzaju Hoyles
& Healy (1997), predchadzajiice osobné, zivotné skiisenosti Ziaka, jeho praca v Skole spojena
s realizaciou aktivit, ¢innosti, rieSenie Uloh propedeutického charakteru. Ide predovsetkym
o ¢innosti, ktoré vyuzivaji manipulaciu s redlnymi objektami, resp. s ich rovinnymi modelmi
vo forme obrazkov. Modely objektov prechadzaji postupne roznymi tiroviiami abstrakcie — od
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konkrétnych objektov (ich modelov) az ku symbolickym reprezentacidam. Vo vsetkych
pripadoch ide o vizualne modely objektov, ¢i uz priestorovych alebo rovinnych. Okrem
vizudlnej prezentacie je mozné aplikovat’ aj auditivne reprezentacie objektov, v ktorych sa
vyskytuju elementy symetrie. Na zistovanie schopnosti tspesne rieSit’ ulohy z oblasti osove;j
sumernosti sa ukazuje ako vhodny prostriedok subor uloh s gradovanou uroviiou naro¢nosti
(Xistouri, 2007; Sinclair & Kaur, 2011).

Zamerom prispevku je predstavit’ namety aktivit, implementujicich elementy hudobnej
vychovy s vyuzitim auditivnych reprezentacii symetrie. Niektoré z nich vyuzivaja aj prvky
spojené s pohybom v priestore. Spolo¢nou ¢rtou navrhov je fakt, ze st realizované vyuzitim
skupinovej resp. frontalnej formy, Co predikuje aj rozvoj kooperativneho ucenia a socialnych
vztahov v kolektive Ziakov. Prezentované budu ukazky aktivit, ktoré je vhodné aplikovat
v edukacii na primdrnom stupni vzdeldvania, ako aj v priprave ucitelov vramci ich
vysokoskolského stidia. Vyznam pripravy buducich ucitel'ov v danej oblasti potvrdzuje aj Son
(2006, In Jones & Tzekaki, 2016), ktory konstatuje, ze buduci ucitelia na zékladnych skolach
maji Casto limitované vedomosti o symetrii a zamiefiaji si koncepty symetria a rotacia.
Nedostatky v uchopeni pojmov majui nasledne vplyv na spdsob, akym realizuju proces ucenia
danej problematiky v triede. Namety su vytvorené tak, aby pri ich realizacii bolo mozné Groveii
naroc¢nosti prispdsobit’ cielovej skupine. V kazdej z nich je mozné identifikovat’ niekol'ko
elementov, ktoré predstavuju tzv. grada¢né kritéria kognitivnej naro¢nosti aktivity. Je mozné
tak kreovat’ niekol’ko varidcii/obmien v zavislosti od ciel'ovej skupiny, ako aj od nastavenych
cielov prace a ¢innosti Ziakov.

2. Pojem symetria v obsahu matematickej edukacie

Ako uz bolo v ivode spomenuté, praca so simernymi (symetrickymi) utvarmi je sicast'ou
aktivit realizovanych pri hrovych ¢innostiach uz v predskolskom veku. Predstavuje kl'ic¢ovy
predpoklad pre vytvorenie predstavy o koncepte osova sumernost, ktory je v Skolskej
matematike v slovenskom kontexte spristupneny na 2. stupni zékladnej Skoly. Vychéadzajac
z analyzy obsahu kurikuldrnych dokumentov (na Slovensku) pre matematické vzdelavanie od
predprimarneho az po nizsi sekundarny stupeit vzdeldvania, uvaddzame prehl'ad zastipenia
danej problematiky vo forme Standardov.

(1) Predprimarny stupeil vzdeldvania: aj napriek skutocnosti, Ze v obsahovych Standardoch nie
su explicitne Specifikované ulohy spojené s pojmom symetria (ani na propedeutickej urovni),
maju deti priestor na nadobudnutie prvotnych sktsenosti so simernymi utvarmi (v rovine
apriestore) a obrazkami (Statny vzdelavaci program pre predprimarne vzdelavanie
v materskych Skolach, 2016).

(2) Primarny stupen vzdelavania: obsahové a vykonové Standardy st pre dant problematiku
vymedzené v tematickom celku Geometria a meranie (Matematika — primarne vzdelavanie,
2015, s. 6).

Obsahové Standardy: zhodné zobrazenie — osova sumernost (na propedeutickej Urovni);
zhodné zobrazenie — posunutie (na propedeutickej urovni), vzor, obraz;
zvacSenie a zmenSenie rovinnych utvarov v Stvorcovej sieti, podobné
utvary (na propedeutickej urovni).

Vykonové Standardy: v Stvorcovej sieti dokreslit’ (dorysovat’) osovo simerny obrazok;
v Stvorcovej sieti dokreslit’ (dorysovat’) zhodny obrazok;
zvacsit’ a zmenSit’ rovinné Utvary v Stvorcovej sieti (Stvorec, obdlznik).
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(3) Nizsi sekundarny stupeni vzdelavania: v 5. rocniku, v tematickom celku Sumernost'v rovine,
je mozné identifikovat’ Standardy v danej oblasti (Matematika — nizSie stredné vzdelavanie.
2015, 5. 9).

Obsahov¢ Standardy: sumernost’ a zhodnost’ geometrickych tatvarov,
0s sumernosti, osovd sumernost’, Utvary osovo sumerné, vzor, obraz,
konstrukcia rovinného geometrického ttvaru v osovej simernosti.

Vykonové Standardy: pre dany bod néjst’ (nakreslit/zostrojit’) bod, s ktorym je osovo sumerny
podrla danej osi,
identifikovat’ rovinné geometrické utvary simerné podla osi,
ndjst’ (nakreslit’/zostrojit’) os sumernosti dvojice bodov, tsecky,
najst’ (nakreslit/zostrojit’) osi stimernosti osovo sumern¢ho utvaru,
zostrojit’ obraz bodu, usecky, priamky, kruznice alebo jednoduchého
utvaru (obrazca) zlozeného z useciek a casti kruznice v osovej
sumernosti,
pracovat’ s osovo sumernymi Utvarmi vo Stvorcovej sieti, dokreslit,
opravit’ ich.

Vysledky obsahovej analyzy kurikularnych dokumentov od predprimarneho, cez primarny
az po nizsi sekundarny stupen vzdelavania ukazuji, Ze problematika osovej simernosti je na
prvych dvoch uvedenych stupnioch vzdeldvania prezentovand cez Cinnosti, aktivity a tlohy
propedeutického charakteru a do uciva je zaradena na druhom stupni zakladnych §kol.

3. Navrhy aktivit s vyuZitim elementov hudobnej vychovy

V dalSej Casti st predstavené ndvrhy edukacnych aktivit, ktoré je mozné realizovat’ v rdmci
vyucovania matematiky. Aktivity sa netykaji priamo uciva z oblasti geometrie, no aj napriek
tejto skuto€nosti obsahuju vlastnosti simernosti. Navrhy vyuzivaji elementy hudobnej
vychovy v zmysle podpornych prostriedkov pre porozumenie, resp. upevnenie vlastnosti
pojmov symetria, osova sumernost, zrkadlovy obraz. Spolo¢nym cielom navrhov je
oboznamovanie sa s pojmami vzor, obraz, osova sumernost’ — jej objavovanie a vlastnosti.
Zamerom prezentovanych nametov je poskytnit’ podnety na vnimanie, skumanie
a porozumenie symetrie aplikovanim zvukovych a rytmickych modelov a pohybovych aktivit,
ako aj vyuzitim r6znych typov reprezentacii dané¢ho pojmu.

e Aktivita 1: Hudobny zrkadlovy obraz

Aktivita vyuziva hudbu a jej elementy ako podporny prostriedok pre porozumenie
konceptu symetria (Mall et al., 2016).

Ziaci skimaji osovi simernost’ prostrednictvom piesne, hry na in§trumentalne nastroje
a fyzického pohybu. Aplikovanim timovej prace a spoluprace budil schopni vyuzivat’ hudbu
ako podporny prostriedok pri d’alSom rozvoji porozumenia pojmu transformdacia v zmysle
geometrického zobrazenia.

Z elementov hudobnej vychovy su v aktivite aplikované kompozicia a improvizacia,
fyzické vnimanie hudby a fyzickd reakcia na hudbu. Z pohl'adu matematiky je vyuZzité
matematické uvazovanie a vytvaranie suvislosti, komunikdcia napadov a myslienok
z matematickej oblasti vyuzitim viacerych formalnych aj neformalnych reprezentacii a pojem
0sova sumernost’.

Pred samotnou realizadciou by mali mat’ Ziaci osvojené elementarne vedomosti o pojme
osova sumernost’ (symetria) — v zmysle jej porozumenia. Z hudobnej vychovy je nutné
porozumenie a uvedomenie si vysky tonu a skusenosti s grafickym/notovym zapisom.
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Postup:

Odportca sa realizovat’ aktivitu v miestnosti, kde je vytvoreny dostatocny priestor na to,
aby si ziaci mohli sadniit’ na zem, do kruhu a pracovat’ v skupinach. Ucitel’ zaspieva alebo zahra
jednoduchu hudobni frazu s reflexnou symetriou/osovou sumernostou (fraza a jej
»retrogradny* efekt - napr. C D E E D C alebo rytmicky vzor, ktory mé prvky symetrie).
Prezentovany moze byt aj vzor v podobe postupnosti pohybov tak, aby mal vlastnosti symetrie
(napriklad: krok, krok, krok, skok, skok, krok, krok, krok a pod.). Pripadne je prezentovana
postupnost’ zvukov vyuzitim hry na tele (napriklad: plesknutie, lusknutie, lusknutie, dupnutie,
dupnutie, lusknutie, lusknutie, plesknutie).

Ziaci pracuju v skupinach alebo vo dvojiciach a pokusaji sa zistit', kde je v prezentovanej
ukdzke pomyselnd os sumernosti, napriklad identifikovanim dvoch casti frazy, ktoré su
navzajom symetrické (jedna je zrkadlovym obrazom druhej). Dant frazu si mézu vypocut’ aj
viackrat. M6Zu sa pokusit’ zaznamenat’ frazu symbolmi alebo ju fyzicky znazornit’ pomocou
pohybov. V d’alSej Casti Ziaci d’alej pracuju v skupinach alebo vo dvojiciach a pomocou osovej
sumernosti (zrkadlovej symetrie) tvoria vlastné navrhy jednoduchej frazy. M6zu pritom vyuzit
rézne zvuky, nastroje (napr. Orffov inStrumentar), hru na tele, pohyby a pod. Navrhy su
nasledne prezentované ostatnym skupindm spolu s vysvetlenim a zdovodnenim preco je ich
fraza symetricka. Ziaci pritom hl'adaji os simernosti (reflexnej/zrkadlovej symetrie).

Odportacané je mat vopred pripravené pomocky: farebné perd, flipchartovy papier,
vyladené bicie ndstroje (s pouzivanim ktorych uz maju ziaci sktsenost), orffove nastroje.
Naroénost” aktivity je mozné gradovat’ na zaklade niekolkych atributov: dizka prezentovanej
frazy, pocet zvukov, pohybov, réznorodost’ pouzitych zvukov, pohybov, krokov, smer pohybu
a pod.

e Aktivita 2: Zahraj symetrické ¢islo

Aktivita vyuziva akusticka reprezentaciu n-cifernych prirodzenych Cisel v desiatkovej
Ciselnej sustave.

Cielom cinnosti z pohladu matematiky je identifikovat’ resp. vytvorit symetrické
n-ciferné prirodzené ¢islo na zaklade jeho akustickej reprezenticie v desiatkovej Ciselnej
sustave. Cislo bude povazované za symetrické, ak pre jeho zapis plati, Ze poradie cifier je
v smere zl'ava doprava rovnaké ako v smere sprava dol'ava. Z hudobnej vychovy st v aktivite
aplikované pojmy rytmus, metrum, metrorytmus. Pre realizaciu aktivity je potrebné, aby ziaci
ovladali pojmy Ccislo, Cislica, jednotky, desiatky, stovky, skrateny arozvinuty zdpis cisla
v desiatkovej Ciselnej stistave, aby spravne vedeli precitat’ n-ciferné ¢isla.

Postup:

V tvode je vhodné zopakovat’ moznosti pre grafické znazornenie viaccifernych cisel,
s ktorymi pracovali na vyu€ovani, kde su pre Cislice jednotlivych radov vyuzité konkrétne
symboly. Ziakom st nasledne prezentované zvukové modely prirodzenych &isel. Ulohou je
identifikovat’ dané ¢islo na zéklade transformacie vopred dohodnutych zvukovych kdédov
(napriklad: stovky — lusknutie, desiatky — potlesk, jednotky — dupnutie). Pocet zvukov
prislichajicich danému radu je postupne pretransformovany na ¢islicu/Cislice (daného radu),
az je identifikované dané prirodzené &islo. Ulohou je ur¢it, & dané zahrané ¢&islo je/nie je
symetrické. V pripade, Ze Ziaci maju problém s udrzanim poctu zvukov v paméti, moZu si ich
postupne zapisovat. Odporica sa, aby zvuky boli prezentované v poradi od Cislice najvyssieho
rddu. Napriklad je zahrané Cislo 535: 5-krat lusknutie, 3-krat potlesk, 5-krat dupnutie. Na
spdsobe kddovania je mozné sa dohodnut’ so ziakmi a pouzivat’ vopred dohodnuté zvuky na
reprezentaciu Cislic jednotlivych radov v danom cisle. Ddlezité je pocas celej aktivity pouzivat
rovnaké kédovanie.
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V d’alSej Casti ziaci v skupinach (dvojiciach) vytvaraji akustické modely ¢isel tak, aby boli
symetrické. Ostatni Ziaci, na zéklade prezentacie posudia, ¢i zahrané Cisla maju pozadovant
vlastnost’.

Obmeny:

e vpripade gradacie ulohy je mozné zmenit poradie prezentovanych zvukov — od

jednotiek, k desiatkam atd’.;

e mozné je modelovat’ aj také ¢isla, v zapise ktorych sa vyskytuje ¢islica nula (dany zvuk

nezaznie);

e v zavislosti od schopnosti cielovej skupiny je mozné volit’ r6zny pocet cifier v Cisle

(3,4,5,6,7).

4. Zaver

Elementy hudobnej vychovy predstavuju prostriedky, ktoré je mozné vyuzit’ pri tvorbe
modelov pojmov vyskytujicich sa v matematickej edukacii. Predstavené boli namety na
aktivity zamerané na pozndvanie a osvojenie si pojmu osova sumernost. V aktivitach boli
vyuzité rozne typy reprezentacii pojmu symetria, vyuzivajuce pohyb, zvuk, symboly, pricom
tie boli vytvorené na r6znej urovni abstrakcie. Typ vyuzitého modelu méze byt indikatorom
urovne naro¢nosti aktivity, ¢i ulohy. Naznacené boli rézne moznosti pre atribty kognitivnej
narocnosti, na zaklade ktorych je mozné kreovat subory gradovanych c¢innosti. Hudobna
vychova poskytuje moznosti na tvorbu auditivnych modelov matematickych konceptov, ktoré
su vzhladom na abstraktny charakter, vo vicSine pripadov na vysokej urovni kognitivnej
narocnosti. Komplementom k abstraktnym zvukovym modelom st iné, menej abstraktné
modely, akymi su napriklad pohyb, gestikulacia, vlastné navrhy symbolov.

Dalsie priklady edukaénych aktivit, ktoré integrujii obsah matematiky a hudobnej vychovy
je mozné najst’ v pracach Hnatova 2020a, 2020b, 2020c, Hnatova & Pridavkova 2019, 2020,
Pridavkova, 2020.
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Abstrakt

V pfispévku se zaméfime na rozvoj schopnosti ucitele porozumét myslenkam zéka pii
zadavani a feSeni logickych uloh. Nezastupitelnou roli pfi feSeni tlohy hraje spravny postoj
a vedeni uditele. Zak potiebuje dostateény prostor a ¢as k objeveni potfebnych postupti
a logickych zavért. Vychodiskem pro piipravu budoucich ucitelt je pochopeni obtiznosti ulohy
z pozice zaka. Na rozboru konkrétni ulohy si ukdzeme pfistup, jak je mozno tyto postupy
u budoucich uciteld rozvijet. Za jednu ze zdkladnich ¢innosti ucitele pti hledani fenomént
porozumeéni, obtiznosti a spradvné argumentace povazujeme rozbor zdkovského feseni, proto
uvadime nejprve ukazku s komentafem k zdkovskému feSeni dvou kombinatorickych
problémt.

Kli¢ova slova: logicka uloha, logické mysleni, vyvozovani usudku, feSitelska strategie

DO WE TEACH FUTURE TEACHERS TO THINK LOGICALLY?

Abstract

In this paper we focus on the development of the teacher's ability to understand the pupil's
ideas in assigning and solving logical tasks. The right attitude and guidance of the teacher plays
an irreplaceable role in solving the task. The pupil needs enough space and time to discover the
necessary procedures and logical conclusions. The starting point for the preparation of future
teachers is to understand the difficulty of the task from the position of a pupil. In the analysis
of a specific task, we will show the approach of how these procedures can be developed with
future teachers. The analysis of pupils' solutions we consider as one of the basic activities for
teachers for phenomena understanding, difficulty and correct argument. So first we will present
a sample with a commentary on pupil's solutions of two combinatorial problems.

Keywords: logical task, logical thinking, inferring judgment, problem solving strategies

1. Uvod

Jednim z cili matematického vzdélavani je rozvijet schopnost zaka feSit jednoduché
praktické slovni ulohy a problémy, jejichz feSeni je do znacné miry nezavislé na obvyklych
postupech a algoritmech Skolské matematiky, ale pfi némz je nutné uplatnit logické mysleni.
Reseni logickych uloh, jejichz obtiznost je zavisla na mife rozumové vyspélosti zaki, posiluje
védomi zaka ve vlastni schopnosti logického uvazovéani a mize podchytit i ty zaky, ktefi jsou
v matematice mén¢ uspesni.
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I pfes bézné pfijimany nazor, Ze matematika ptispiva k rozvoji logického mysleni, neni
napliiovani tohoto cile snadné, na coz poukazuji také vysledky 74kt a studenti CR
v mezinarodnich srovnavacich studiich PIRLS a TIMSS (PIRLS & TIMSS, 2011). I kdyz je
matematika a jeji vyuka zalozena na piesné logické vystavbé, mnohdy se zcela tuto skutecnost
nedafi pfi vyuce na zaky pfenést. Cilem piipravy budoucich ucitelii by proto mélo byt naucit je
spravné formulovat a modifikovat tlohy a zamyslet se nad riznymi feSitelskymi strategiemi.
Nésledn¢ analyzovat feSeni Zaka a odstranit pti¢iny jeho chybnych uvah

2. Jak rozvijet mysleni Zaki

Nazev ¢lanku tizce koresponduje s otdzkou: Je mozné naucit studenty logicky myslet?, ktera
zaznéla na seminafi projektu Logika jako soucdst pedagogického vzdeélavani. Prof. Kufina tuto
otazku transformuje na pon€kud skromnéjsi problém: Je mozné ucit mladez myslet? (Kufina,
2002).

Mysleni neni reprodukéni proces a naucit se myslet je v podstaté totéz, jako naucit se fesit
problémy. Ve Skole u¢ime Zéky fesit urcité typy problémi, ucime je peclivému logickému
rozboru jazyka, vedeme je k poznani vyrokové a predikatové logiky a aplikace pravidel
vyvozovani. To vSak jeSté neznamena, ze je uc¢ime myslet. Dit¢ se u¢i myslet od prvnich
kontaktd s realitou, pfi poznavani matetského jazyka, pti feSeni zivotnich konfliktt. Nasi
snahou je pfirozené pfipravit studenty, budouci ucitele tak, aby svym pfistupem rozvijeli
mysleni zaku jiz od prvni tfidy. Prof. Kufina (2007) upozornuje na ptipady, kdy ucitel opravi
spravné feseni zdka jako chybné jen proto, Ze se striktné drzi vysledku uvedeného v ucebnici.
Rozvijet mysleni je mozné jen v rozumné koncipovaném vzdélavacim procesu, kde nepiijde jen
o predavani hotové struktury jednotlivych disciplin, ale kde bude dén prostor pro vznik
poznatki, misto reprodukovani hotovych schémat, kde zak nebude pouze naslouchat, ale nauci
se pfemyslet nad tim, ¢emu se uci.

Mysleni je nejvyssi forma aktudlniho obrazu objektivni skutecnosti, spocivajici

v cilevédomém, zprosttedkovaném a zobecnéném poznavani podstatnych souvislosti a vztaha
pfedmétu subjektem, ve vytvafeni novych ideji, v pfedvidani udélosti a ¢inti lidi. Vznika
a realizuje se v procesu kladeni a feSeni praktickych i teoretickych problémt (Melichar, 2007).
Proces mysleni se opird o urcité myslenkové operace. K zakladnim operacim mysSleni patii
srovnavani a analogie (podobnost), rozlisovani, generalizace (zevSeobecnéni) a abstrakce
(myslenkova cinnost, pfi niz se cestou analyzy urcitych jevli ¢i pojmi vytvaieji obecné
poznatky). Opiré se vSak i o smyslovou zkuSenost, avSak na rozdil od smyslového obrazu jeho
vysledky piepracovava, poskytuje moznost ziskdvat poznatky o takovych vlastnostech
a vztazich predmétd, jez jsou bezprostiednimu smyslovému poznéani nedostupné (Melichar,
2007).
v kojeneckém véku a postupné se rozviji v prvnim a druhém desetileti zivota, az obsdhne
pomérné velky pocet nervovych center, ktera pracuji ve vzajemné shodé€. 1 kdyz dojde
k poskozeni nékterého centra, logicko-matematické mysleni to vétSinou nezasdhne. Blizsi
vymezeni a vysvétleni psychologickych zélezitosti logicko-matematického mysSleni
a schopnosti miizeme nalézt v rozsahlém dile Jeana Piageta.

Prof. Rosicky (2006) z Ptirodovédecké fakulty MU uvadi: ,, Matematika ma vychovdvat
k logickému a korektnimu mysleni“. Matematika poskytuje prostor pro tvirci praci — dava
prostor pro rozvijeni schopnosti vytvaret usudky, analytické mysleni, fantazii, dava i prostor
jistym estetickym kritériim. Aby vSak mohla tuto svoji ulohu plnit, je nutné u zaka probudit
z4jem o matematiku. Urcity esteticky moment miize v matematickém uvazovani hrat jistou roli.
Matematik si musi umét vytvofit mentalni ptedstavu situace, kterou se zabyva, a pracovat s ni
jako s realitou. Jinymi slovy pfedstavit si ten svét, ktery se pak ve findle zobrazi né¢jakymi
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vzorecky a formulkami. VétSinou pfitom plati, Ze vysledna feSeni jsou jednoduchd, elegantni
a krasnd. Je to samoziejmé estetika, ktera neni ptistupna kazdému — podobné jako hudba také
vyzaduje urcitou pripravu (Rosicky, 2006).

Jednim z dtlezitych aspektii vyucovani matematice v dnesni dob¢ je neustale prekonavat
formalismus v poznavéni ve vyuce. Je nutno odpoutat se od transmisivniho vyucovani,
zalozeného na pouhém piredavani poznatki, instrukci a navodi, jak postupovat. Takovyto
formalni pfistup k poznavani vede pouze k uklddani informaci do paméti, pouhému
reprodukovani poznatki u zkouSeni a rychlému zapominini. Na urcité nechuti zaku
k matematice se podili mimo jiné pravé zptsob, jakym je vyucovana. Na tom urcité hodné
zalezi. Matematice a zejména pak ucitelim matematiky se mnohdy daii pfehnané mechanickym
zpusobem odradit hodn¢ studenttl, ktefi by o ni mohli mit z4jem. Po studentech a Z4cich by se
nemélo chtit jen pocitat urcité priklady nebo memorovat fakta. Ucitel by mél vyvolat zajem,
pokusit se ukézat, co je matematické uvazovani, ¢im mize byt matematika v urcitych oblastech
prospésna. Latku Casto 1épe vysvétli motivacni priklady nez néjaké formalni vysvétlovani za
pomoci vyrazil: ,,Necht' x je...“. Na druhou stranu se takovy vyklad nesmi stat pouhym nic
nefikajicim ,,placanim® (Rosicky, 2006). Rozvijet mysleni zakt a studentti s cilem procvicovat
jejich logické uvazovani je nutno jiz na 1. stupni ZS.

3. Podstata matematického mysSleni

Matematické mysleni vychazi ze znalosti matematickych pojmu (definice, véta, axiom,
predpoklad a tvrzeni véty, véta obracend, dikaz véty, vyrok, vyrokova forma, mnozina, relace,
operace, rovnice, rovnost, nerovnice, nerovnost, atp.), ze znalosti matematickych teorii
(matematicka logika, teorie mnozin, statistika, pravdépodobnost, teorie feSeni rovnic,
infinitesimdlni pocet, geometrie, teorie algebraickych struktur, atp.), matematické frazeologie
a znalosti matematické symboliky. K tomu, abychom mohli pochopit zakladni matematické
pojmy, je tteba mit dobré zaklady logiky. Zaklady logiky jsou nutnou znalosti k tomu, abychom
si uvédomili, co je logické mysleni. (Pfihonska, 2008)

Logické mysleni je v psychologickém slovniku charakterizovano jako vyvojové vyssi
forma mysleni, které je zalozeno na spravném usuzovani podle zakona formalni logiky. Slovnik
cizich slov vymezuje formalni logiku jako uceni o zakonech a pravidlech nutnych pro ziskavani
pravdivych zavéri pii usuzovani. Za jejiho zakladatele je povazovan Aristoteles. O¢ cennéjsi
je spravné feseni problému ziskané usuzovanim podle danych pravidel oproti ndhlému napadu
— vhledu, 1 kdyz nelze vysledek logicky zdiivodnit? Pravé diky druhé varianté feSeni problému
pteci vzniklo mnoho slavnych vynalezu, které lidstvo pouziva dodnes.

Dnesni véda 1 Skolstvi vyzaduji fesit problémy pruzné, rychle, piesné, dle danych pravidel
postupti. Kdo to neumi, miva pfi studiu a potom i v mnoha smérech v praktickém zivoté
problémy. Z toho vyplyva, ze je prospésné logické mysleni rozvijet.

4. Logické mysleni

Jak jiz bylo fe€eno, logické mysleni je takové mysleni, které vychazi ze znalosti zaklada
logiky. Uzce souvisi s pojmem vyroku a rozhodovanim o jeho pravdivosti ¢i nepravdivosti,
s matefskym jazykem, vyjadfovanim se ve vétich a urcovanim jejich pravdivosti anebo
nepravdivosti. Véta je jazykoveé vyjadieni mysSlenky. Zakladnim pojmem logiky je pojem vyrok.

Za vyrok povazujeme kazdou oznamovaci vétu, kterd srozumitelné oznamuje néco, co miize
byt jen pravdivé anebo nepravdivé. VétSina lidi je v domnéni, Ze vyrok je vzdy pravdivy.
Vyrokem je vSak i oznamovaci véta nepravdiva. Véta ,,Jedna a jedna rovna se péti“ je vyrokem.
Jde o oznamovaci vétu, ktera srozumitelné oznamuje néco, co je nepravdivé. Tuto oznamovaci
vétu lze zapsat misto slov ¢iselnymi symboly ,,1 + 1 = 5%, Zapis je rlizny, ale slovni vyjadieni
je stejné. Véty ,,Preskoc!®, ,,Kolik je hodin?* nejsou vyrokem, nebot’ nejde o oznamovaci véty.
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Na druhé¢ strané€ napt. oznamovaci véta “Kocka je nasobkem psiho ocasu®, neni vyrokem, nebot’
srozumitelné nic neoznamuje (Melichar, 2007).

U vyroki zjistujeme jejich pravdivost, tj. zda vyrok je ¢i neni pravdivy. Jak zjist'ujeme tuto
pravdivost? Je ziejmé, Ze na zaklad¢ svych Zivotnich zkuSenosti, z odborné literatury, dnes
1 z Internetu a na zdklad¢ informace od vérohodnych osob. I zde vSak mize dojit k omylu.
Piikladem mohou byt rozpory v nekterych uvadénych datech — vyndlez knihtisku je napf.
v ruzné literatufe uvadén rliznym datem. Je zieymé, Ze praxi v takovém piipad€ rozhodnout
nemuzeme. Vyrokem muzeme tedy rozumét tvrzeni (nebo popieni), které dava smysl, kdyz si
pied néj polozime otdzku: Je pravda, Ze...? Na tuto otazku miizeme odpovédét bud’ ano (jde
o vyrok pravdivy) nebo ne (vyrok nepravdivy), (Melichar, 2007).

Vyrok, ktery néco tvrdi nebo popird, budeme nazyvat kategorickym. Pravdivost
kategorického vyroku je uréena vztahem ke skute¢nosti. Vyrok ,,Pr$i“ neni pravdivy, pokud
nepadne ani kapka. Pravdivostni hodnota kategorického vyroku je objektivni zalezitost. Neni
to zalezitost toho, kdo to fikd. V nékterych vyrokach se udava pocet nebo odhad poctu osob,
veci, matematickych objektii apod., které maji jistou vlastnost. Jde o udaje vyjadiené slovy:
aspon jeden, asponi dva, asponi tfi,..., praveé jeden, praveé dva, ..., nejvysSe jeden, nejvyse tfi, ...,
kazdy, vSichni (Melichar, 2007). S pfesnym chapanim téchto pojmi, resp. s pochopenim
mnozstvi, které¢ vyjadiuji, maji zaci i studenti ucitelstvi znacné potize. Jesté vétsi potize pak
nastavaji pfi negovani téchto pojml. Ve spojeni napt. ... alespon tri jsou... asto dochdzi
k negovani nejen kvantifikatoru, ale i ptislusného slovesa, jako napf. ... nejvyse dva nejsou ...

5. Logické ulohy v u¢ebnicich matematiky pro 1. stupen zakladni $koly

V prvni fazi tfeSeni projektu jsme se zaméfili na reserSi ucebnic matematiky pro prvni
stupen zdkladni Skoly. Vybrali jsme ucebnice, které jsou pii vyuce nejvice vyuzivany, a zaméftili
jsme se na identifikaci typovych uloh, které maji potencial rozvijet logické mysleni. U kazdé
ucebnice jsme zjiStovali vyskyt logickych spojek (konjunkce, disjunkce, implikace,
ekvivalence), dale pak negace a kvantifikatori. Vystupem ztéto analyzy je navrzena
kategorizace uloh, ktera bude blize popsana v ¢lanku pro Aplimat21 a proto ji na tomto misté
nebudeme vice rozvadét. Ukazuje se, ze nejvetsi zastoupeni maji ulohy s vyuzitim konjunkce
ve smyslu vyétu prvkid, ulohy suvedenim pokynii (vypocitej a setad’), dale pak tlohy
s explicitnim zadanim (vyuziti logickych spojek — nejcastéji implikace). Zvlastni pozornost
zasluhuje kategorie logickych uloh, které lze zaradit do tzv. ,rekreacni matematiky a pfi
jejichz feSeni je nutno z danych predpokladii vyvozovat jisté zavéry. Resitel je vyzyvan
k logickému usudku na zaklad¢ jeho piedchozich znalosti, dovednosti a zkuSenosti. Napf.
v ucebnici pro 5. ro¢nik je uloha: Kdyz jsou x a 'y ¢isla suda, paki x + y je sudé. Je toto tvrzeni
pravdive? (Hejny et al., 2001, 5. ro¢nik). Nezastupitelnou roli pti feSeni logickych uloh hraje
spravny postoj a vedeni ucitele, ktery musi dat Zdkovi prostor k objeveni pottebnych postupli
a logickych zavéra.

6. Logické ulohy v pripravé budoucich ucitela

V dal$i ¢asti se zaméfime na rozvoj schopnosti ucitele porozumét zakovi, resp. jeho
myslenkam pfi zadavani a feSeni logickych uloh. Vychodiskem pro ptipravu budoucich ucitelt
je pochopeni obtiznosti Glohy z pozice Zaka, které je charakterizovano nasledujicimi prvky
(Ptihonska, 2008):

e Porozuméni Uloze — tloha se jevi obtizna z hlediska intelektudlniho

e Uziti konkrétni fesitelské strategie

e Mozné propojeni shledanych prvka — zék néco vi a néco ne
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e Umornost feSeni — obtiznost je spojovana s imornou a titérnou praci, ktera je Gasové
naro¢na nebo jen s kvantitou pouzitych znakl nikoli ve smyslu kombinovani riznych
moznosti

e Evidence feSeni — problémem je volba vhodného jazyka k vyjadreni vlastnich myslenek

S vySe uvedenymi prvky Uzce souvisi vytvareni spravnych tsudkd, které nasledné vedou
k volbé vhodné tesitelské strategie, ktera ve finale nevede do slepé ulicky a probouzi u zaku
objevitelskou zvédavost.

6.1. Tvorba usudku

Logicky usudek, jinymi slovy, logickéd ivaha je velice uc¢innou strategii pti feseni tloh.
Spociva ve vyvozeni soudu z jinych soudl. Je pouZivan vétSinou s jinym strategiemi feSeni
k dosazeni platného zavéru ze série tvrzeni. Zakladnimi pravidly spravného mysleni jsou pak
logické zakony, které musime pti premysleni dodrZzovat — zékon totoznosti, zdkon sporu, zédkon
vylouceni tfetiho a zédkon dostatecného divodu. Spravné a jednoduché usuzovani je velice
dilezité napt. pfi feSeni kombinatorickych problémli a na né€ navazujicich problémi
z pravdépodobnosti, které rozvoj logického mysleni vyznamné podporuji. Uved’'me ukazky
problémil, které Ize feSit pouhou logickou uvahou bez wvyuziti hlubSich znalosti
z kombinatoriky, a jejichz rozmysleni ponechame ¢tenafi:

V obchodeé méli 5 druhii lizatek. Kolika zpuisoby mohla Katka koupit 3 lizatka?

Urcete pocet anagramii, které lze ziskat z pismen slova ACONCAGUA (nejvyssi hora Jizni
Ameriky).

Ve skupinée 9 minci osm vazi stejné a devatd je tezsi. Na pohled jsou mince stejné. PouZitim
miskovych vah urcete nejmensi pocet vazeni potiebnych na oznaceni tézsi mince.

Komentar

Prvni dva problémy nejsou zamérné blize specifikovany z hlediska moznosti opakovani
lizatek (stejnd, ¢i riznd) a smysluplnosti vytvotenych slov v ptipad¢ anagramu. Pted vlastnim
feSenim by mély predchédzet rozbor zadani a diskuze se zédky, piipadné néslednd diskuze
k nalezenému feSeni.

6.2. Rozbor Zakovskych reSeni

Pokud chceme naucit zdky na prvnim stupni vyuzivat logickou tvahu, jako jednu
z fesitelskych strategii, pak musime timto zplisobem vést i studenty, budouci ucitele, pii jejich
pripravé na vysoké skole. Na rozboru konkrétni tillohy si ukdzeme pfistup, jak je mozné tyto
postupy rozvijet. Zacneme vSak nejprve ukazkou a rozborem zakovského feSeni dvou
kombinatorickych problémt (P1, P2). Rozbor Zakovského feSeni povazujeme za jednu ze
zékladnich ¢innosti ucitele pifi hledani fenoménii porozuméni, obtiznosti a spravné
argumentace.

P1 Na turnaji ve volejbale hraje Sest druzstev systemem kazdy s kazdym jeden zapas. Kolik
zdapasui se celkem odehraje?

P2 Do soutéze v kosikové bylo zapojeno 7 druzstev ze 7 riiznych mést. Kolik zapasit bylo
sehrano, kdyz se hrdlo v sidelnim mésté kazdého druzstva?
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Reseni pomoci grafil ukazuje Obrazek 1. a Obrazek 2.:

Obrazek 1. Reseni P1 Obrazek 2. Reseni P2

Nicméné Z4ci vyuzivaji nejvice grafické znazornéni pro dil¢i zapasy (Obrazek 3.)

Ukazka Zakovského ieseni

Problém 1:
Na turnaji ve volejbale hraje Sest druzstev systém kazdy s kazdym jeden zapas. Kolik zapasii se
ceikeljn' odehraje? .' 3 .;/D y fC,: M {,@‘\_ 6 ¢
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Problém 2:

Do sout&Ze v koikové bylo zapojeno 7 druZstev ze 7 riiznych mést. Kolik zapasi bylo sehrano,
kdyz se hralo v sidelnim mésté kazdého druzstva? 7 06 i 7
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Obrazek 3. Ukéazky zakovskych feseni

Komentar

Zadan¢ problémy se ukazaly jako problematické pro studenty ucitelstvi z hlediska
pochopeni rozdilnosti v zadani a zpiisobu fesSeni. Jejich feSeni vyvolalo diskuzi, v jejimZ zavéru
se objevily naméty pro novou formulaci ulohy a byly formulovany navody pro feSeni
a porozuméni textu pro zéky. Napt. misto formulace ...v sidelnim mésté kazdého druzstva...
pouzit: ...v kazdém mésté kazdy s kazdym... nebo ...v kazdém mésté vzajemna odvetna utkani...
Je vSak na zvaZeni, zda nova formulace nedava jiZ ptimy navod pro feSeni, zatimco plivodni
formulace vybizi k dikladnéj$imu zamysleni. Prestoze se graf u obou problémt lisi pouze svoji
orientovanosti, pisobi feseni potize.

Diskuze k predlozenym zédkovskym feSenim zaznamenala nésledujici tvrzeni.
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U problému 1:
= Neni pravda, ze kdyz prvni hral s druhym, tak druhy hral s prvnim.
= Neni pravda, ze jestlize hral prvni s druhym, tak druhy s prvnim nehral.

U problému 2 naopak:
= Co znamena v sidelnim mésté kazdého druzstva: nejdfive tam a pak ve druhém mést&?
= Otazka byla téz: v ¢em je rozdil od ptedchoziho problému?

Uvedend tvrzeni byla ve shodé¢ se zaznamenanymi vyroky zakt ve Skole. Dana
problematika velice tizce souvisi se slovnim vyjadienim myslenky a usuzovanim, jinymi slovy
odviji se od jazykovych schopnosti a schopnosti porozumét psanému ¢i mluvenému slovu
a tedy s integraci ¢eského jazyka.

Analogicka uloha byla zaddna v ramci diplomové prace (Vilimovska, 2016):

Ve §kole se kond florbalovy turnaj. Prihldsilo se do néj pét druzstev: TUCNACI, MISTRI,
PARTICKA, SPRAVNA PETKA a NEBOJSOVE. V turnaji si zahraji vSechny tymy navzajem
(kazdy s kazdym jednou). Kolik bude celkem zapasu?

Ani v tomto piipad¢ zaci nevyuzivaji prioritné uzlovy graf jako jednu z moznych strategii
feSeni. Pfijatelné se pro né jevi feSeni pomoci tabulky, vypisu vS§ech moznosti nebo grafického
znazornéni. Vyuziti grafu ilustruje obrazek 4, obrazek 5a,b ilustruje feSeni, kde zak na zaklad¢
grafického znazornéni objevuje kombinatoricky princip souctu (Melichar, 2007).

Obrézek 5a,b. Grafické znadzornéni — kombinatorické pravidlo souctu

6.3. Ukazka rozboru vybrané ulohy studentkou ucitelstvi 1. stupné zakladni Skoly

Posledni ukéazka se tykd samotné Cinnosti ucitele pii pfipraveé na zadani tlohy zakiim —
rozbor, formulace, modifikace ulohy pro vyuziti ve vyuce, v neposledni fad¢ zamysleni se nad
riiznymi fesitelskymi strategiemi. Uloha byla zadana v ramci pfedmétu Matematika pro praxi.
Studenti méli nejen ulohu vyfesit, ale zamyslet se nad moznou modifikaci na prvnim stupni
a vyuzit tak vhodné metody feseni.
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Uloha (Koman & Diizal, 1995)

Dopliite na vsechna pole sachovnice na Obrazku 6 c¢isla 1, 2, 3, 4, ..., 9, 10 (na kazdé prave
Jjednou) tak, aby cisla ve Zlutych polich byla vzdy souctem cisel v prilehlych bilych polich.

—

Obrazek 6. Magicka Sachovnice

Poznamka:

Stejnad tloha byla zaddna v rdmci zkoumani rozdilli ve strategiich u devitiletych zaka
a identifikaci nadprimérnych zaka, které popisuje Kaslova (2007). Ukazuje se, ze u zdanliveé
jednoduché ulohy zlstalo feSeni u nékterych zaki ve fazi imorného, viceméné systematického
zkoumani pokusi. Uloha je opakované zad4vana i studentiim ugitelstvi 1. stupné a i pro né se
ukazuje jako celkem obtizna — nejen z hlediska porozuméni zadéni, ale i z hlediska pochopeni
matematickych vztahii a vlastniho feSeni. Zaméfime se na logickou tivahu pfi zpracovani této
ulohy, s ohledem na jeji vyuziti na prvnim stupni.

Prvni metoda feSeni: Pokus — ovéreni — korekce

Strategie je zdokonalenim strategie pokus-omyl, kterd vede k feSeni Casto az po mnoha
pokusech, mnohdy i netspésnych, které k feSeni nemusi vést viibec. Metoda pokus-ovéteni-
korekce obsahuje uréité zdkonitosti. Resitel nejprve odhadne feseni, ovéii ho a novy odhad déla
jiz na zékladé ptedchoziho vysledku. (Eisenmann at al., 2015)

Dale uvadime postup, ktery zvolila studentka, pfimo s komentafi k feSeni. Zde je vidét
prvopocatec¢ni odhad a uvédomeni si souvislosti mezi Cisly, které vedou k dal$im tivaham
a nalezeni spravného feseni.

® Vezmeme cisla 1-10 a zkouSime doplnovat/dosazovat do zadani, aby byla splnéna
v§echna pravidla — viz Obrazek 7.
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Obrazek 7. Nalezené feSeni

Studentka: ...kdyzZ jsem je bliz zkoumala, tak jsem zjistila, Ze jak jsou vedle sebe v Fadku, tak
Jjsou akorat zrcadlové prevrdcend pres prostredni sloupec...

57



Elementary Mathematics Education Journal 2021, Vol. 3, No. 1
ISSN 2694-8133

Poznamka:
V souvislosti s uvedenou metodou se nabizi n¢kolik otazek, které by si mél ucitel polozit:

o Uvedomeni si souvislosti s geometrickym zobrazenim..... didakticky vhled do situace —
vede k dalsim vivaham: Jsou to riiznd reseni?

Jak jinak by se dalo reseni objevit?

Jakou metodu zvolit?

Je néco, co si mizeme matematicky vyjadrit a spocitat?

Existuji néjaké vztahy, nad kterymi by mohly premyslet i déti a usnadnit si tak reseni?

Druhd metoda teSeni je zaloZena na logickém vyvozeni ,lepSiho* zacatku vypliiovani
tabulky. Na zaklad¢ znalosti z aritmetiky si zak logicky vyvodi, kterd ¢isla mohou/nemohou
byt v danych polich. To potom urychli cestu k nalezeni spradvného feSeni, nebot’ se redukuje
pocet moznosti k vyplnéni tabulky. Studentka si ve fazi feSeni toto vSe neuvédomuje, coz
vyplynulo az z nasledné diskuze s vyuc€ujicim ¢i ostatnimi studenty.

Logické a matematické postupy v kombinaci s metodou pokus-ovéreni-korekce

Postupné uvahy studentky byly nasledujici:

e Jelikoz ve Zlutych polich ma byt soucet cisel v prilehlych bilych polich, tak by déti mélo
napadnout, Ze ve zlutém poli nikdy nemiize byt ¢islo 1, protoze to uz nijak nerozdeélime

e Nemiize tam byt ani cislo 2, nebot’ ho nelze rozdélit na soucet dvou riiznych cisel (kazdé
¢islo mohu pouzit pouze jednou)

® Stejné tak napr. cislo 10 nemiize byt v Zadném bilém poli, protoze nejvétsi cislo, které
mame do tabulky umistit je prave 10.

Timto zpiisobem se daji najit vS§echna pravidla pro jednotliva ¢isla.

® Dale si uvédomime, Ze u tvi zlutych poli uprostied tabulky, budeme vidy scitat tii bila
pole; znamena to, zZe v téchto trech zlutych polich musi byt cisla, ktera se daji rozlozit
na tvi rizné scitance (¢isla se nesméji opakovat)

e ypiseme vSechny mozné rozklady... skoncime u cisla 6 (5 nelze jiz rozdeélit na ti riizné
sCitance ... tim nalezneme cisla, ktera mohou lezet ve trech bilych polich (Obrazek 8)

Pii bliz§im zaméfeni se na feSeni si v§imneme, Ze

® ve Zlutych polich jsou vzdy cisla 6 az 10

e v bilych polich jsou vidy cisla 1 az 5

Tim, ze si toto uvédomime, mizeme pomoci strategie pokus-ovéieni-korekce rychleji

objevit vSechna feseni, nebo ovétit pouze jedno spravné.

Poznamka:

Sdéleni, kterd cisla se mohou vyskytovat v bilych, resp. zlutych polich, je jednou
z moznosti, jak usnadnit zadani pro déti. Studentka povazovala cely uvedeny postup za metodu
pokus-omyl a polozila si otazku, zda neexistuje néjaky postup, ktery by byl vice matematicky
podloZeny. Na navrzeném postupu je mozné ilustrovat ptesah lohy na vyssi Groveri.
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Obrazek 8. Rozklady cisel

Studentka:

® ... zkouSela jsem riizné cisla scitat ...

.. takze kdyz secteme cisla 1 az 10, dostaneme 55 ...

... poté jsem si zapsala vztahy, které vyplhvaji z té sachovnice...

... po oznaceni vSech policek a naznaceni uvedenych souctii jsem dosadila do piivodni
rovnice....

... vznikla mi rovnice: a +b +c + +... +j=4b +4d + 4h + 3f + 3j....

... nasledné uz jsem pracovala jen s informaci, ze v bilych polich jsou cisla laz 5, kde
je tedy soucet 15... a na zakladeé toho jsem si dokazala urcit moznosti, co miize lezet
v krajnich polich ...

... Nasla jsem f, j .... vS§imla jsem si, ze v FeSeni je tam vidy bud’ 1 a 4 nebo 2 a 3, ¢isla
maji vzdy soucet 5
e ... Kdyz dosadim ta c¢isla 1 a 4/resp. 2 a 3, usnadni se mi dalsi reseni

Myslenkové procesy studentky ukazuji Obrazek 9 a Obrazek 10.
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Obrazek 9. Algebraické feseni
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Obrazek 10. Algebraické feseni - pokracovani

Mozné problémy FeSeni:
e Neporozuméni zadani
e Opakovani ¢isel v Sachovnici
e Chyby ve s¢itani
e Nedostatecna casova dotace

Usnadnéni FeSeni na 1. stupni:
e Karticky s Cisly 1 az 10 (zaci nezapisuji do Sachovnice, ale pokladaji karticky — tim
nedojde k chybé, Ze dané ¢islo bude vyuzito vicekrat)
e Oznaceni Zzlutych a bilych cisel (v souvislosti se sdélenim, ktera ¢isla se mohou
vyskytovat v bilych a kterd ve zlutych polich)

e Vepsani nékterych ¢isel do Sachovnice
e Zmenseni Sachovnice (méné policek) a poté navazat touto Sachovnici

S ilustrovanym pfistupem studentky koresponduji i vysledky Setfeni, které uvadi Kaslova
(2007) a které potvrzuji, Ze se jako metoda feSeni ulohy se Sachovnici objevuje zkusmé
dopliiovani cisel do tabulky a ovéfovani podminek, tfidéni na vétSi-mensi, wvahy
o potencidlnich sousedech (rozklady ¢isel na dvojice ¢i trojice séitancl), prace
s charakteristikami Cisel (sudost-lichost) ¢i jisté zkoumani, které vede k systemati¢nosti
v hledani vSech moznosti, aby nebyla néktera vynechana.

7. Zavér

Ptechod od tradi¢niho transmisivniho pojeti vyu€ovani s predavanim hotovych poznatki
ucitelem ke konstruktivnimu pojeti vybizi k navozeni pfiznivé situace, kdy se poznatkl
zmociuji samotni zaci. Toto pojeti vice respektuje individudlni zvlastnosti jednotlivych zaki,
Iépe je motivuje a aktivizuje. Proto vystupuje do popiedi potteba tvotivého pristupu ucitele,
vytvareni ptiznivého ucebniho klimatu a rozvijeni samostatnosti a tvotivosti zaki.

60



Elementary Mathematics Education Journal 2021, Vol. 3, No. 1
ISSN 2694-8133

Z téchto diivodt je potieba studenty-budouci ucitele matematiky na toto pojeti pfipravovat,
vyuzivat a rozvijet jejich tvarci potencial, predkladat jim dostatek namétt a prikladi tvotivych
aktivit, metod a forem préace. Vést je ke zvefejiiovani vlastnich ndmét a vzajemné vymeéne
zkuSenosti a realizovanych produktii. Jsou to ukoly piedev§im pro didaktickou piipravu
studentll. AvSak i v odborné matematické ptipravé by mélo byt uivo predavéano tak, aby
pouzité metody a formy prace ptispivaly k tomuto pojeti, aby dochdzelo ke zdiraznéni aplikaci
teorie ve vyucCovaci praxi a k vyraznéjSimu propojeni odbornych piedmétt s didaktikou
matematiky.
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