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Abstrakt

Eulerova veta hovori, Ze medzi po¢tom stien S, vrcholov v ahran h T'ubovolného
mnohostena, ktory je topologicky ekvivalentny guli (tj. nemé ziadnu dieru), je pevne dany
vztah s + v—h = 2. Otazky, ktoré si kladieme v tejto praci su: Existuje mnohosten topologicky
ekvivalentny guli k Pubovolnej trojici &isel s, v, h spifiajucej tento vzt'ah? Ak ano, ako moZno
takyto mnohosten zostrojit'?
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EULER’S FORMULA AND CONSTRUCTION OF A POLYHEDRON
WITH GIVEN NUMBER OF FACES, VERTICES AND EDGES

Abstract

Euler’s formula tells us, that there is a formula between number of faces s, vertices v, and
edges h of any polyhedron, which is topologically equivalent to a sphere (i.e. it has no hole):
s +v—h=2. Inthe paper, we consider, if there exists a polyhedron topologically equivalent to
a sphere for any three numbers s, v, h which fulfil the Euler’s formula and if it exists, how could
be such polyhedron constructed.
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1. Uvod

Mnohosten je trojrozmerné geometrické teleso, ktorého povrch sa sklada z kone¢ného
mnozstva stien tvorenych pravidelnymi alebo nepravidelnymi mnohouholnikmi. Steny
mnohouholnika sa pretinaju v Gseckach, ktoré nazyvame hranami mnohostena. Hrany sa
spajaju v bodoch, ktoré nazyvame vrcholmi mnohostena. Mnohostenom s najmensim po¢tom
vrcholov, hran a stien je §tvorsten. Stvorsten ma 4 steny, 4 vrcholy a 6 hran.

Mnohosteny mdzu byt’ konvexné alebo nekonvexné. Pre konvexné mnohosteny plati, Ze
cely mnohosten lezi v jednom podpriestore ohrani¢enom rovinou incidentnou s 'ubovol'nou
stenou mnohostena. Toto plati pre vSetky steny konvexného mnohostena. Ak existuje stena,
ktora lezi v rovine, ktord deli priestor na dva podpriestory, priCom cast mnohostena lezi
v jednom a ¢ast’ v druhom podpriestore, tak takyto mnohosten je nekonvexny. Konvexnost’
vSak nie je pre naSe uvahy relevantna. Doélezité je, ¢i mnohosten ma nejaké ,,diery*“. Na
vysvetlenie pojmu diera v mnohostene, musime trosku odboc¢it’ k zaujimavej oblasti geometrie,
zvanej topoldgia. V topologii vobec nezalezi na rozmeroch geometrickych utvarov. Ak by sme
vzali napriklad pravidelny Stvorsten zhotoveny z plasteliny, mohli by sme ho l'ubovolne
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stlacat’, natahovat’, ohybat’ a stale by vzniknuty tGtvar bol topologicky ekvivalentny pévodnému
Stvorstenu. Zakazané je iba robit’ do neho diery alebo zlepovat’ povodne nespojené Casti. Tymto
spdsobom nie je problém pretvorit’ Stvorsten napriklad na kocku, ¢i gulu. To znamena, ze
vlastne akékol'vek teleso bez diery, mozno pretransformovat na gul'u. Hovorime teda, Ze je
topologicky ekvivalentné guli. VSetky konvexné telesa st topologicky ekvivalentné guli.

Na obrazku 1 vidime dva nekonvexné mnohosteny, z ktorych prvy je adruhy nie je
topologicky ekvivalentny guli.

Obrazok 1: Nekonvexné mnohosteny

V d’alSom texte budeme vSade pod pojmom mnohosten rozumiet’ mnohosten topologicky
ekvivalentny guli.

2. Eulerova veta a jej dokaz

Eulerova veta pochadza zroku 1750 a hovori, ze v kazdom mnohostene, ktory je
topologicky ekvivalentny guli (teda aj v kazdom konvexnom mnohostene), pre pocet stien S,
pocet vrcholov v a pocet hran h plati: s + v — h = 2.

Dokonca existuje aj jej zovSeobecnenie pre uplne vSetky mnohosteny: s + v —h =2 —2d,
kde d je pocet dier. V tomto texte sa vSak budeme zaoberat’ iba telesami bez dier.

Dokaz Eulerovej vety nie je vobec naro¢ny. Myslienka nasledujiceho dokazu pochadza
z roku 1811, kedy ju priniesol A. L. Cauchy (Cizmar, 2017). Pri dokaze postupujeme tak, Ze si
predstavime duty model mnohostena. V tomto modeli zrusime jednu stenu, takze vznikne otvor
dovnutra mnohostena. Tento otvor potom rozt’ahujeme tak, aby sme v kone¢nej faze cely model
mnohostena ,,rozplestili* na plochu. Tymto spdsobom sme sice mozno poohybali nejaké hrany,
zmenili tvar stien, ale incidencia vrcholov, hran a stien zostala zachovana. Pocet stien sa
zmenSil o jednu stenu, ktort sme na zaciatku vymazali. Preto budeme dokazovat vztah
s + v —h = 1. Tento ,,rozplesteny* model mnohostena sa nazyva jeho rovinnym grafom. Na
obrazku 2 vlavo vidime rovinny graf pravidelného dvanast’stena.

Obrazok 2: Rovinny graf pravidelného dvanast’stena
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Teraz vymazeme jednu z vonkaj$ich hran, ¢im sa zbavime jednej hrany a zaroven aj jednej
steny. Vrcholy zostanu vSetky zachované. Rovnost’ s + v —h =1 sa teda nezmeni. Toto robime
dovtedy, kym sa nezbavime vSetkych stien (obrazok 2 vpravo).

Dalej budeme mazat’ jeden koncovy vrchol spolu s hranou. Poéet vrcholov sa zniZi o jeden,
pocet hran tiez, ¢ize rovnost’ je stale zachovand. Pokracujme d’alej, az kym nezostane iba jediny
bod, pre ktory rovnost’ zjavne plati. Eulerov vztah je dokézany.

Problematikou vztahu medzi mnohostenom a jeho grafom sa hlbsie venoval geometer
Ernst Steinitz, ktory dokazal, ze kazdému mnohostenu mozno priradit’ graf, ktoré¢ho vsetky
vrcholy st incidentné s aspon troma hranami (3-connected) a kazdé dve hrany maji spolo¢ny
najviac jeden bod — vrchol. Steinitzova veta plati aj obratene — ku kazdému takémuto grafu
vieme priradit’ nejaky mnohosten (de Oliveira, 2013). Zo Steinitzovej vety potom vyplyva, ze
je mozné zostrojit mnohosten s danym poctom stien, vrcholov a hran v pripade, Ze su splnené
urc¢ité podmienky. Tieto podmienky odvodime v poslednej kapitole tohto ¢lanku.

V nasledujucej kapitole priblizime vlastny jednoduchy postup, ako zostrojit' konkrétny
mnohosten s danym poctom stien, vrcholov a hran.

3. Konstrukcia mnohostena metédou odrezavania rohov

V tejto Casti budeme konstruovat’ mnohosteny tak, Ze zaéneme n-bokym ihlanom. Kazdy
n-boky ihlan ma prave n + 1 stien, n + 1 vrcholov a 2n hran. Hraniénym pripadom je trojboky
ihlan, Cize Stvorsten s n = 3.

V kazdom ihlane je zarucene aspon jeden vrchol, zktorého vedu prave tri hrany.
Pri takomto vrchole urobime rez tak, ako na obrazku 3.

Obrazok 3: Metdda odrezavania rohov

Rezom sme zvysili celkovy pocet stien o jednu, pocet vrcholov o dva, pretoze vznikli tri
nové vrcholy, ale jeden povodny sme odstranili. Pocet hran sa zvysil o tri.

Tento postup moéZeme opakovat’, pretoze tri nové vrcholy st prave také, z ktorych vedu tri
hrany, ¢ize aj po ,,odrezani* budeme mat’ zarucene taky vrchol, z ktorého idu tri hrany a ktory
teda moéZeme ,,odrezat™.

Ak si oznacime pocet rezani pismenom t, tak po t rezoch na n-bokom ihlane budeme mat’
mnohosten so s =n + 1 + t stenami, v=n + 1 + 2t vrcholmi a h = 2n + 3t hranami.

Ked’ si vS§imneme vzt'ah medzi poctom stien a vrcholov, vidime Ze v — s = t. TakZe tymto
postupom vieme zostrojit’ taky mnohosten, ktorého pocet stien je l'ubovolné ¢islo vacsie alebo
rovné Styrom, pocet vrcholov je vacsi ako pocet stien, ale nie ovel'a. Konkrétne, ak t je rozdiel
medzi poctom stien a vrcholov, pocet stien musi zostat’ aj po odpocitani tohto t vacsi alebo
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rovny Styrom, aby platilo, ze n + 1 je rovné aspon 4. Z toho dostavame s —t > 4. Ak za t
dosadime v — s, tak dostaneme v < 2s — 4.

Metodou odrezavania rohov teda vieme zostrojit’ mnohosteny, pre také tri ¢isla s, v, h, pre
ktoré plati:

1. Pocet stien S je 'ubovol'né prirodzené ¢islo vicsie ako tri,

2. Pocet vrcholov v je 'ubovolné prirodzené ¢&islo z intervalu [s; 2s — 4],

3. PoCethranjeh=s+v-2.

Priklad 1: Zostrojte mnohosten, ktory ma 10 stien, 13 vrcholov a 21 hran.

RieSenie: Najprv overime, Ci pre tuto trojicu plati Eulerova veta. Ked’ze plati a aj pocet
vrcholov je v intervale [10, 2-10 — 4], tak zistime pocet rezani ako rozdiel medzi po¢tom
vrcholov a poétom stien, t = 13 — 10 = 3. Nakoniec najdeme povodné n zo vztahus =n + 1 —t,
teda n = 10 — 3 — 1 = 6. Konstrukcia teda zacina Sestbokym ihlanom, z ktorého postupne
odrezeme tri rohy — také, z ktorych idu tri hrany. Jednu z moznosti vidime na obrazku 4.

Obrazok 4: Mnohosten so s=10,v=13ah =21

4. KonStrukcia mnohostena metédou dolepovania trojbokych ihlanov
Aj v tejto Casti budeme konstruovat’ mnohosteny tak, ze zaéneme n-bokym ihlanom. Kazdy
n-boky ihlan ma prave n + 1 stien, n + 1 vrcholov a 2n hran, kde n je vicsie alebo rovné trom.
Kazdy ihlan mé aspon jednu stenu trojuholnikového tvaru. Nad touto stenou zostrojime
trojboky ihlan tak, ze povodna stena sa stane jeho podstavou a spolo¢ne zaniknil.

Obrazok 5: Metdda dolepovania trojbokych ihlanov

Dolepenim sme zvysili pocet stien o dve, pretoze sme pridali tri nové steny, ale odobrali
sme jednu pdvodnu. Pocet vrcholov sa zvysil o jeden a pocet hran o tri.
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Tri nové steny, ktoré vznikli, su trojuholnikového tvaru, o nam déva istotu, ze vzdy bude
mozné najst’ stenu trojuholnikového tvaru, nad ktorou mozno znova dolepit’ trojboky ihlan.
Po t opakovaniach dostaneme mnohosten so s =n + 1 + 2t stenami, v=n + 1 + t vrcholmi
ah =2n + 3t hranami.

Rozdiel medzi poctom stien a vrcholov je opét’ t. V tomto pripade je ale pocet stien VACSi
ako pocet vrcholov. Analogicky k predchadzajicemu postupu dostavame tento vysledok:

Postupnym dolepovanim trojbokych ihlanov na pévodny n-boky ihlan mozno skonstruovat’
mnohosteny pre takéto tri ¢isla s, v, h:

1. Pocet vrcholov V je 'ubovol'né prirodzené ¢islo vacsie ako tri,

2. Pocet stien s je 'ubovol'né prirodzené ¢islo z intervalu [v; 2v — 4],

3. Pocethranjeh=s+v-2.

Priklad 2: Zostrojte mnohosten, ktory ma 13 stien, 10 vrcholov a 21 hran.

Riesenie: Ked’Ze pocet stien je vacsi ako pocet vrcholov, ale stale leZi v intervale [10, 2-10 — 4],
pouzijeme metddu dolepovania trojbokych ihlanov. Dolepovat’ bude treba trikrat, ked’Ze rozdiel
medzi poétom stien a poétom vrcholov je tri. Cislo n vypoéitame zo vzfahu v =n + 1 + t.
Zacneme teda opit’ Sestbokym ihlanom. Thlany dolepujeme na akékol'vek trojuholnikové steny.
Jeden priklad vidime na obrazku 6.

Obrizok 6: Mnohostensos=13,v=10ah =21

5. Zhrnutie a dokaz

Konkrétnymi konstrukciami sme dokézali, Ze mozno zostrojit’ mnohosteny pre také trojice
Cisel s, v, h, pre ktoré plati Eulerova veta a zaroven véicSie z Cisel sa v nie je vidcSie ako
dvojnasobok mensieho ¢isla zmenseného o Styri.

Veta 1: Nech su dané tri cisla s, v, h, pre ktoré plati s +v —h = 2 azaroven plati, zZe
4 < s < v < 2s — 4. Potom existuje aspon jeden mnohoSten, ktorého pocet stran sa rovnad
¢islu s, pocet vrcholov cCislu v a pocet hran cislu h.

Jeden z moznych mnohostenov vieme zostrojit’ tak, ako sme popisali v kapitole 3.

Veta 2: Nech su dané tri cisla s, v, h, pre ktoré plati s +v —h = 2 azaroven plati, Ze
4 < v < s < 2v —4. Potom existuje aspon jeden mnohosten, ktorého pocet stran sa rovna
cislu s, pocet vrcholov ¢islu v a pocet hran cislu h.

Jeden z moznych mnohostenov vieme zostrojit’ tak, ako sme popisali v kapitole 4.

10
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Zostava este otazka, Ci existuju aj také mnohosteny, pre ktoré neplati podmienka o vzt'ahu

medzi po¢tom vrcholov a stien.

Na dokaz tvrdenia, Ze takéto mnohosteny nemo6zu existovat’, pouzijeme tieto jednoduché

tvrdenia:

a) Z kazdého vrcholu musia nutne viest’ aspon tri hrany. Zaroven kazda hrana spaja prave
dva vrcholy. To znamena, Ze celkovo v mnohostene musi byt minimalne 3v/2 hran.
Takze h = 3v/2. Po dosadeni Eulerovho vztahu: h = s+ v —2 > 1,5v. Z ¢oho
dostadvame v < 2s — 4.

b) Dalej v kazdom mnohostene plati, ¢ kazda stena je ohrani¢end minimalne tromi
hranami a zaroven kazda hrana je spolo¢na pre prave dve steny. Takze celkovo musi
byt v mnohostene minimalne 3s/2 hran. Po dosadeni Eulerovho vzt'ahu dostaneme
hl'adant nerovnost’ s < 2v — 4.

Tym sme dokézali nasledujicu vetu:

Veta 3: Nech s, v su také prirodzené cisla, pre ktoré: max(s,v) > 2 - min(s,v) — 4. Potom
neexistuje Ziaden mnohoSten, pre ktory s je pocet jeho stien a V pocet jeho vrcholov.

6. Zaver

V tomto ¢lanku sme ukazali, aké vlastnosti musia spiflat’ tri ¢isla s, v, h, aby existoval
mnohosten, ktorého pocet stran bude s, vrcholov v a hran h. Na konstrukciu jedného takéhoto
mnohostena sta¢i vyuzit' jednu z dvoch jednoduchych metdd popisanych vyssie. Toto je
zaujimavé, ked’ze tymito postupmi zd’aleka nemozno zostrojit' celi plejadu mnohorakych
mnohostenov. Je zrejmé, ze k danej trojici s, v, h existuje vel'a roznych mnohostenov. Dokonca
aj naSimi metéodami je mozné zostrojit’ viac ako jeden mnohosten, ked’ze v kazdom kroku
vyberame vrchol alebo stenu 'ubovolne z viacerych moznych.

Nasim ciel'om bolo zistit’, ¢i existuje mnohosten pre 'ubovol'nt trojicu S, v, h. Dokazali
sme, Ze nie a zadrovenl sme presne urcili, pre ktoré trojice je to mozné. Druhym cielom bolo
ukazat’ jednoducht metddu, ako konkrétne mozno takyto mnohosten zostrojit, co sa nam
podarilo.
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