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D[RICHLETﬁV PRINCIP V PRIPRAVE UCITELU PRVNIHO STUPNE
ZAKLADNI SKOLY

Jaroslav BERANEK
Masarykova Univerzita, Pedagogicka fakulta (Ceska republika)
beranek@ped.muni.cz

Abstrakt

Ptispévek obsahuje soubor ptikladi feSenych s vyuzitim Dirichletova principu. Tento
princip byvé do vyuky matematiky na Skolach zatazovén jen ztidka, ackoliv jeho formulace je
velmi jednoducha. Uziti Dirichletova principu pii feSeni uloh a problémi pfispiva k rozsifeni
znalosti a rozvoji mysleni studentil, budoucich ucitelli matematiky na 1. stupni zakladni Skoly.

Klic¢ova slova: Dirichletliv princip, feSeni problémi, vyu¢ovani matematice.

DIRICHLET PRINCIPLE IN TEACHING FUTURE ELEMENTARY
TEACHERS

Abstract

The article discusses one possibility of enlarging and intensifying of the knowledge
of students, future elementary teachers. Dirichlet principle nearly does not appear in teaching
of mathematical branches, although its formulating is quite easy. Moreover, it is a tool
for solving quite simple tasks which can be used at school teaching (e.g. motivation tasks,
problems for development of student’s interest in mathematics, preparation for mathematical
competitions, etc.)

Keywords: Dirichlet principle, solving of problems, teaching of mathematics.

1. Uvod
Ptispévek je vénovan zkvalithovani matematické ptipravy studentti, budoucich uditelti na
prvnim stupni zékladni $koly, a to jak v rozsifovani jejich odbornych znalosti, tak 1 v ziskavani
jejich vétsiho zajmu o studium matematiky. Problém hledani vhodnych témat, ktera by ptispéla
ke splnéni téchto ukold, tj. rozsifila znalosti studentii a pomohla jim vytvofit potfebny odborny
nadhled, pfi¢emz by nevyZzadovala slozity formalni matematicky aparat a navic nebyla pftilis
vzdalen4 od u¢iva matematiky na ZS, je problémem nesnadnym. Jednim takovym tématem se
jevi vyuziti Dirichletova principu pii feSeni tloh. Na zdkladnich ani stfednich Skolach se
studenti s timto kombinatorickym principem takika nesetkaji, proto miize mit jeho zatazeni do
vyuky 1 vyraznou motivacni funkci. Pfestoze se jednd o tvrzeni na prvni pohled velmi
jednoduché, mizeme jeho pouzitim dostat pomérné zajimavé vysledky. Poznamenejme, Ze
Dirichletiiv princip je existencni; umoznuje tedy dokézat existenci objektl, které nelze redlné
zkonstruovat. I to je pro studenty uéitelstvi novy a zajimavy fakt. Ulohy fesitelné pomoci
Dirichletova principu se jako ulohy rozSifujici ob¢as vyskytuji ve sbirkach uloh, byvaji
obsazeny v matematickych soutézich (Matematick4 olympidda, Matematicky klokan, atd.).
Vzhledem k metodickému ucelu ptispévku uved'me také né€kolik historickych poznamek
(viz [3]). Némecky matematik Peter Gustav Lejeune Dirichlet zil v letech 1805—-1859. Studoval
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roku 1827 byl docentem na univerzité ve Vratislavi, od roku 1829 v Berlin¢. Po smrti K. Gausse
v roce 1855 presel na jeho misto do Gottingenu. Zabyval se teorii Cisel, matematickou analyzou
a matematickou fyzikou a ve vSech téchto oborech doséhl vyznamnych vysledki. Mezi jeho
zaky patfili napt. Riemann, Dedekind a Kronecker. Princip, nesouci jeho jméno, uvedl Dirichlet
v roce 1834 pod nazvem Schubfachprinzip (zadsuvkovy princip). Pod oznacenim zasuvkovy
princip je dodnes pouzivan napft. v italstin€ (principio dei cassetti). V angli¢ting je naproti tomu

vvvvvv

Nyni uvedeme tfi formulace Dirichletova principu ([1], [4]). Zacneme tou nejjednodussi.

Formulace 1: Umistime-li m pfedméti do n piihradek (m, n € N), pak pro m >n existuje
alespon jedna ptihradka obsahujici alespon dva predméty.

Diikaz: Necht ki je pocet predméti v i-té ptihradce pro kazdé i € {1,..., n}. Necht pro kazdy
index i €{1,..., n} plati ki < 1. Pak plati ki + ko +...+ kn < [+[+...+1= n, a to je spor
s predpokladem, podle kterého je pfedméth vice nez n.

Je vidét, ze formulace 1 ditkaz jsou pomérné jednoduché a mohou studentiim poslouzit
jako ptiklad dikazu sporem. Nyni uvedeme obecnéjsi verzi.

Formulace 2: Umistime-li nk+1 pfedmét do n piihradek (k, n € N), pak existuje alespon
jedna piihradka obsahujici alespon k+1 predméta.

Diikaz: Provedeme opét sporem. Necht’ m;j je pocet predmétt v i - té skupiné pro kazdé
I €{1,..., n}. Piipustme, ze v kazdé skupiné je nejvyse k predmétt, tj. mi <k pro kazdé
i €{l,..., nt. Pakplatink+1 =my + mz +...+ mn < k +...+ k = nk, a to je spor.

Pti feSeni nékterych tloh (zejména geometrickych) se stava, ze pracujeme s redlnymi Cisly
(vyjadiujicimi napt. délky, obsahy, objemy,...) namisto ¢isel pfirozenych, ktera vyjadiuji pocty
prvkli kone¢nych mnoZin. Proto uvedeme jesté tieti formulaci, tentokrat jiz bez dikazu
(provadel by se opét sporem).

Formulace 3: Je-li soucet n realnych ¢isel X1, X2, ... xn roven ¢islu S, pak pro alespon jedno
T . S . - . , S
Cislo1 € {1,..., n} plati nerovnost Xj < — apro alespon jedno | € {1,..., n} plati X; > -

Dalsi zajimavou otazkou, kterd mlze studenty v této souvislosti napadnout, je pocet
v§ech moznych rozmisténi danych n pfedméti do k prihradek (viz [3]). Tento problém je ale
zatazeni jiZz diskutabilni (pfedméty 1 pfihradky mohou a nemusi byt rozlisitelné). Uvedeme
pouze nejjednodussi ptipad, kdy jsou ptedméty 1 ptihradky rozliSitelné. V tom piipad¢ je pocet
moznych rozmisténi roven K" (jedna se o variace s opakovanim).

Nyni uvedeme sérii ptikladl, které jsou pomoci daného principu jednoduSe fesitelné.
Zatazeny jsou piiklady elementarni i ptiklady vyZadujici pfedchozi matematické znalosti 1 jisty
davtip.

2. Priklady
Priklad 1: (Viz [4]) V podniku pracuje 400 osob. Dokazte, Ze alespoit dvé osoby maji
narozeniny ve stejny den v roce.

Resent: Pocitejme i s pfestupnymi roky. Dnii pro moznou oslavu narozenin v roce je tedy
366. Zavedeme 366 ptihradek, do nichz budeme zatazovat pracovniky podle data narozeni.
Protoze pocet pracovnikil je vétsi nez pocet ptihradek, musi existovat ptihradka obsahujici
alespon dv¢ osoby. Tito lidé maji narozeniny ve stejny den v roce.
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Poznamka 1: Poznamenejme jeste, ze situace, kdy mezi 365 osobami ma narozeniny od 1.
1. do 31. 12. kazdy den v roce néktery z nich, je z hlediska pravdépodobnosti jevem s velmi
malou pravdépodobnosti. S tim souvisi tzv. narozeninovy paradox. Lze spocitat, Ze
pravdépodobnost, ze dvé osoby z néjaké skupiny maji narozeniny ve stejny den v roce, bude
vetsi nez 0,5 jiz pti 23 osobach. Pro informaci uvedeme i tento vypocet.

Priklad 1a: Sesla se skupina n osob, n > 2. Vypoctéte (v zavislosti na n) pravdépodobnost,
ze alespon dva z nich budou mit narozeniny stejny den v roce. (Pfedpokladejme, ze rok mé 365
dni, tj. nebereme v Givahu piestupné roky).

Reseni: Uréeme pravdépodobnost komplementarniho (doplitkového) jevu A, Ze zadné dvé
osoby z n zacastnénych nebudou mit narozeniny tyz den v roce. Vypocteme nejprve, kolik je
vSech moznych ptipadu pro data narozeni téchto n osob. Pro den narozeni prvni osoby je 365
mozZnosti, pro dvé osoby je tedy 365% moznosti, pro n osob 365" moznosti.

Vypoctéme dale, kolik z téchto ptipadl je ptiznivych jevu A. Prvni osoba se mlize narodit
kterykoli den v roce. Je-li ale jiz zndmo jeji datum narozeni a nema-li druhd osoba mit
narozeniny tyz den, ,,zbyva‘“ pro jeji datum narozeni jiz jen 365 — 1 = 364 moznosti. Nema-li
datum narozeni zadnych dvou osob z n zi€astnénych piipadnout na stejny den v roce, existuje
365-364-... - (365 —n+ 1) ptiznivych piipadl. Proto pravdépodobnost jevu A, Ze zadné dve
osoby z n zucastnénych nebudou mit narozeniny tyz den v roce, je urc¢ena vztahem

365 - (365—1) - (365—2) - = - (365 —n+1)

P(4) = 365"

Nejmensi hodnota n, pro kterou plati P(A) < 0,5, je ¢islo 23. Pro n = 23 je P(A) = 0,49270, tj.
pravdépodobnost jevu, Ze mezi 23 osobami nemaji Zadné dv€ narozeniny tyZ den v roce, je

24

v

z této skupiny slavi narozeniny tyz den v roce. Podrobnéjsi informace o narozeninovém
paradoxu Ize nalézt na elektronické adrese https://en.wikipedia.org/wiki/Birthday problem.

Priklad 2: (Viz [4]) Konference se zicCastnilo 40 delegath ze 13 zemi. Dokazte, ze alespon
z jedné zemé pfijela delegace, ktera méla alespon Ctyfi Cleny.

Reseni: Rozdélime delegaty do piihradek podle toho, z jaké zemé pochazeji. Piihradek bude
proto 13. Delegati je ale 40, coz je vice nez 3 - 13 = 39. Proto existuje ptihradka obsahujici
alesponi Ctyfi Cleny, tj. alespon jedna zemé vyslala nejméné ctyiclennou delegaci.

Né&kdy se Dirichletlv princip vyuziva i v ,,opacném* mysSlenkovém postupu:

Priklad 3: V krabici je 5 kulicek bilych, 5 ¢ervenych a 5 modrych. Kolik kulicek musime
potmé vybrat z krabice, abychom vybrali urcité dvé kulicky stejné barvy?

Reseni: Mame kulicky ti barev, je tedy mozno po vytaZeni rozmistit vytazené kuli¢ky do
tii ptihradek podle barvy. Chceme-li mit zaruceno, Ze v jedné ptihradce budou alespoil dvé
kulicky, musime vytahnout vic kulicek, nez je ptihradek. Staci tedy vybrat nahodné 4 kulicky.

Priklad 4: (Viz [4]) Konference se zucastnilo 70 delegati, ktefi hovoii 11 riznymi jazyky.
Jednim jazykem hovoii nejvyse 15 delegatli. Organizacni vybor rozhodl, Ze za oficidlni bude
povazovan takovy jazyk, kterym hovoii nejméné 5 delegati. Dokazte, Ze na konferenci byly
alespoii 3 oficidlni jazyky.

Reseni: Resime trojim opakovanim Dirichletova principu (vyuzijeme formulace 2). Jestlize
70 delegati hovoti 11 jazyky, pak urcité existuje jazyk, kterym hovoii alespon 7 osob (protoze
11 - 6 = 66 < 70). Je to tedy jazyk oficialni, oznacme ho A. Podrobnéji: kdyby kazdym z 11
jazyku hovotilo pravé 6 delegatl, byl by soucin 11 + 6 roven 66; delegatt je ale 70, cozZ je vice.
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Jazykem A hovofi podle zadani ulohy nejvyse 15 osob, tedy zbylymi 10 jazyky hovofi alespon
55 delegatt. Tedy musi existovat dalsi jazyk B, kterym hovoti alespon 6 delegatti (protoze podle
stejné uvahy 10 - 5 =50 < 55), je tedy druhym oficialnim. Také jazykem B hovofi nejvyse 15
osob, proto zbylymi 9 jazyky hovoii alespon 40 delegatii. Tietim pouzitim stejné tvahy
(9 - 4 =36 <40) mizeme ze zbylych 9 jazykl vybrat tfeti oficidlni. Poznamenejme, Ze existenci
Ctyt oficidlnich jazyka jiz neni mozno dokézat. Zbylymi 8 jazyky hovoii alespon 25 delegati;
muze nastat situace, kdy 7 jazyky z nich hovoti 3 delegati a osmym jazykem hovoti 4 delegati.
Ctvrty oficialni jazyk tedy mizZe a nemusi existovat.

Priklad 5: (Viz [4]) Dokazte, ze v kazdém trojuhelniku je alespon jeden vnitini thel vétsi
nebo roven 60°.

Reseni: Vyuzijeme formulace 3. Pro vnitini uhly o, B, y v libovolném trojuhelniku plati
o + B+ v = 180°. Proto musi existovat alesponl jeden vnitini thel, jehozZ velikost je vétsi nebo

180
rovna —= = 60°.

Priklad 6: (Upraven podle [4]) Je dano 10 pfirozenych ¢isel. Dokazte, ze z nich mizeme
vybrat dvé tak, ze jejich rozdil je délitelny ¢islem 9.

Reseni: Poznamenejme, Ze &isla jsou zvolena zcela nahodng. Mohou byt navzajem riizna
nebo se neékterd z nich mohou také rovnat. Rozdélime dana ¢isla do zbytkovych tiid podle
zbytka pfi déleni ¢islem 9. Téchto zbytkovych tfid je 9 (zbytky 0 az 8). Protoze ale Cisel je 10,
musi lezet v jedné tid€ alespoii dvé Cisla. Ta davaji po déleni 9 tyZ zbytek, jejich rozdil je tedy
délitelny 9. Poznamenejme, ze jsme dokézali pouze existenci takovych dvou ¢isel. Urcit, ktera
dvé cisla spliuji danou podminku, mize byt dosti pracné.

Poznamka 2: Ptiklad 6 1ze zobecnit takto: Je dano m pfirozenych ¢isel. Dokazte, Ze z nich
muzeme vybrat dvé tak, ze jejich rozdil je délitelny ¢islem m — 1. Dikaz tohoto zobecnéného
piikladu je zcela analogicky dikazu ptikladu 6. Pti déleni ¢islem m — 1 existuje celkem m —1
zbytkovych tiid (zbytky 0 az m —2). VSech cisel je ale m, tzn. dvé z nich musi lezet ve stejné
zbytkové tiidé. P¥i zafazeni této tilohy na 1. stupni ZS lIze tedy volit napi. m = 4, kdy dvé ¢&isla
ze Ctyf zadanych, jejichz rozdil je délitelny tfemi, 1ze nalézt v kratkém Case 1 experimentem.
Napt. zvolime ¢isla 13, 23, 37, 60. Pak tfemi je délitelny rozdil ¢isel 37 — 13.

Priklad 7: (Viz [7]) Je dano Sest ptirozenych ¢isel, jejichz sou¢in neni nasobek 11. Dokazte,
ze soucet nebo rozdil nékterych dvou z nich naopak délitelny jedenacti je.

Resent: Protoze soudin danych ¢isel neni délitelny jedenacti, neni ani jedno z nich délitelné
jedenacti. Existuje celkem deset nenulovych zbytki pfi déleni Cislem 11. Tyto zbytky rozdélime
do péti mnozin: {1, 10}, {2, 9}, {3, 8}, {4, 7}, {5, 6}. Nyni rozdélime zadanych Sest Cisel do péti
mnozin podle toho, do které z vySe uvedenych péti mnozin patii zbytek pfi jejich deleni 11.
Protoze zadanych ¢isel je Sest, ur€ité alespont dv€ z nich musi patfit do stejné mnoziny. Zbytky
pii déleni téchto dvou Cisel jedenacti jsou pak ale prvky mnoziny {X, 11 —x}, x=1, ..., 5. Soucet
nebo rozdil takovych dvou ¢isel musi byt délitelny jedendcti.

Priklad 8: (Viz [1]) Ciselna tabulka o tfech fadcich a téech sloupcich necht’ je libovolné
vyplnéna ¢€isly 0, 1, 2. Dokazte, Ze pro jakykoliv zpiisob rozmisténi téchto ¢isel v tabulce jsou
vzdy dva z osmi moznych souctli trojic téchto Cisel (tii sloupce, tfi fadky a dvé hlavni
diagonaly) stejné.

Reseni: Uvedeme piiklad (viz tabulka 1).
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Tabulka 1. Mozn¢ vyplnéni tabulky

2101
2 |1 ]2
0, 110

Soucty jsou 3, 5, 1, 4, 2, 3, 2, 3, tj. existuji dvojice stejnych souctii. Z danych tii Cisel
ziejmé nelze dostat jiné soucty nez 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, coz je 7 moznosti. Vyslednych souctu je
ale 8 (tfi tadky, tfi sloupce a dvé hlavni diagondly), dva tedy nutné musi byt stejné.
Poznamenejme, ze i problém nalézt teoreticky mozné vyplnéni tabulky tak, aby se mezi 8
soucty vyskytla vSechna ¢isla z mnoziny {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} a pouze jediné z nich se jednou
opakovalo, je velmi nesnadny.

Priklad 9: (Viz [4]) Necht je ddna mnoZina obsahujici 10 riznych pfirozenych ¢isel lezicich
mezi 1 a 99 (v¢etng). Dokazte, ze existuji dvé disjunktni neprazdné podmnoziny této mnoziny
se stejnym souctem svych prvkda.

Reseni: Z dané mnoziny deseti &isel mizeme vytvofit 2! — 1 = 1023 jejich riiznych
neprazdnych podmnozin. Kazdé z téchto mnozin ma soucet svych prvki mensi nez 1000. Proto
podle Dirichletova principu musi mit dvé podmnoziny, ozna¢me je A, B, stejny soucet svych
prvkl. Nyni sta¢i vzit mnoziny X = A — (A N B), Y = B — (A » B). Tyto mnoziny X, Y jsou
disjunktni. Jsou také neprazdné, nebot’ v opacném piipadé by platilo A < B nebo B < A, coz
nelze, nebot’ soucet prvkll mnozin A, B je stejny a jejich prvky jsou kladn4 cisla.

Priklad 10: (Viz [4]) Necht je dan rozklad mnoziny M = {1, 2, 3,..., 9} na tfi tfidy. DokaZte,
ze soucin vSech ¢isel v alespon jedné ze tfid je vétSi nez 71.

Resent: Vyuzijeme formulace Dirichletova principu 3. Souéin vech pfirozenych ¢&isel od 1
do 9 (tzn. 9!) je roven 362 880. Kdyby v kazdé ze tii tfid rozkladu byl soucin ¢isel mensi nebo
roven 71, pak by soucin viech deviti ¢isel nepievysoval 7' = 357 911, coZ je spor.

Priklad 11: (Viz [4]) V zahrad¢ tvaru obdélnika o rozmérech 20 m x 15 m chceme vysazet
stromy. Vzdalenost mezi libovolnymi dvéma stromy ma byt vétsi nez 5 m. DokaZte, Ze stromt
lze vysadit nejvyse 25.

Reseni: Piipustme, Ze v zahradé bude vice nez 25 stromii. Rozdélime zahradu na obdélniky
o rozmérech 4 m x 3 m. Takovych obdélnikl je pravé 25. Proto musi v jednom z nich byt
alespoil dva stromy, jejich vzdalenost je vSak mensi nez Sm (velikost thlopticky kazdého z
malych obdélnikl je 5 m).

Priklad 12: (Viz [3]) Na vecirku je ptitomnych n osob. Dokazte, Ze dva i¢astnici vecirku
znaji stejny pocet lidi (relace ,,znat* je symetricka, tzn. zna-li jedna osoba druhou, zné i druha
prvni).

Reseni: Kazdy &lovék mize znat od 0 do n —1 osob. Podle toho viechny pfitomné
rozdélime do piihradek. Je tedy n piihradek i n osob. Dirichletiiv princip nelze pfimo pouZit,
vyuzijeme vSak podobnou tivahu. Pfipustme, Ze v kazdé ptihradce je jediny ¢lovek. To ale neni
mozné, nebot’ by existovala osoba, kterd nezna nikoho a soucasné osoba, kterd zna vSechny.
Proto musi byt v jedné piihradce alespon dva lidé, kteti tedy znaji stejny pocet ticastnikd.

Priklad 13: (Viz [1]) Na klasické Sachovnici 8 x 8 stoji 33 vézi. Dokazte, ze z nich Ize
vybrat 5, které se vzdjemn¢ neohrozuji.
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Reseni: Pfipometime, Ze dvé véZe se neohrozuji, stoji-li v riznych fadach a zaroven
v riznych sloupcich. Nyni rozdélime 64 poli Sachovnice na 8 skupin podle nasledujici tabulky
2 (pole ve stejné skupin€ maji stejna Cisla). Jedna se o uziti ,,cyklické zamény** a rozdéleni poli
postupuje ,,po thloptickach.

Tabulka 2. Rozdéleni Sachovnice

— 0| || [Wdo

N [— |0 |I|N ||k (W

WIIN[—[0|Q|N|Wn |+~

AW |—|0|Q[\|[Wn

R (QA [N N | |WIN|—
N[ (WIN /|0 ||
NN [R[WIN|—|0|
N (N[N | |WIN|— |0

Z tabulky je vidét, Ze v kazdé z osmi skupin se umisténé véZe navzajem neohrozuji. Staci
dokazat, ze alesponn jedna ze skupin obsahuje alespon 5 vézi. To vSak je snadné podle
Dirichletova principu, nebot” skupin je 8 a vézi je 33 (tj. 8 - 4 + 1). Jedna ze skupin tedy musi
obsahovat alespon pét vézi, které se vzajemn¢ neohrozuji.

Priklad 14: (Viz [9]) V krychli s hranou délky 19 cm je dano 1332 bodt. Dokazte, Ze mezi
nimi existuji alespon dva body, jejichz vzdalenost je mensi nez 3 cm.

Reseni: Kazdou stranu krychle rozdélime na jedenact stejnych dilii. Pomoci téchto déleni
rozd&lime krychli na 11° = 1331 shodnych krychlicek, z nichz kazda bude mit délku hrany

rovnou 1—? = 1,72 cm a velikost té€lesové tthlopticky v centimetrech g -4/3 =2,9917 < 3. Podle

Dirichletova principu existuje krychlicka obsahujici alespont dva body; jejich vzdalenost tedy
bude mensi nez 3 cm.

Priklad 15: (Viz [9]) V prostoru je dano 9 bodu s celoCiselnymi soufadnicemi. Dokazte, ze
z nich Ize vybrat alespont dva body tak, Ze stfed jimi urcené useCky ma celociselné soutadnice.

Reseni: Plati, ze soucet dvou sudych ¢&isel i soucet dvou lichych ¢&isel je sudé éislo.
Soutadnice bodi v prostoru je podle zadani uspofadana trojice celych ¢isel, kterd mohou byt
sudé (S) nebo licha (L). Podle parity existuje pro soutfadnice osm moznosti: [L, L, L], [L, L, S],
[L,S,L],[S,L, L], [L,S,S],[S,L,S],[S,S, L], [S, S, S]. Bodt je ale 9, tzn. dva z nich budou
mit stejnou paritu vSech tii soutfadnic. Stfed Gsecky ohranicené t€émito dvéma krajnimi body
bude mit rovnéz celociselné soutfadnice (soufadnice stiedu tsecky jsou ureny aritmetickymi
priméry prvnich a druhych soutadnic krajnich bod této tsecky).

Priklad 16: (Viz [9]) Dokazte, ze z 50 libovoln¢ zvolenych navzajem riznych prvocisel 1ze
vzdy vybrat 13 prvocisel tak, Ze rozdil kazdych dvou je délitelny péti.

Reseni: Kazdé prvoéislo ma pti déleni péti jeden z nasledujicich tvart: 5k, 5k+1, 5k+2,
5k+3, 5k+4. Prvni z tvari ma pouze jediné prvocislo 5. Rozdil ¢isla 5 a jakéhokoliv jiného
prvocisla nemtzZe byt délitelny péti. Je-li tedy mezi zvolenymi prvocisly Cislo 5, vypustime ho
a budeme pracovat pouze se zbyvajicimi 49 prvocisly. VSechna prvocisla (49 nebo 50)
rozdélime do zbytkovych tiid C1, Ca, Cs, Ca. Prvocisel je alespont 49 =12 - 4 + 1. V jedné ze
¢tyt nenulovych zbytkovych tiid tedy bude 13 prvocisel. VSechna tato prvocisla davaji pii
dé€leni péti stejny zbytek a proto je rozdil kterychkoliv dvou z nich délitelny péti.
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3. Zavér

Z predlozeného souboru tloh je patrné, Ze ulohy feSitelné pomoci Dirichletova principu
jsou pomérné jednoduché a studentim pfistupné, navic svymi tématy vhodné dopliuji
a rozvijeji jejich ptredchozi znalosti. Proto Ize zatazeni tohoto tématu do vyuky, zejména
v seminafich v zavéreénych ro¢nicich, pln¢ doporucit. Dalsi informace o Dirichletové pricipu
1ze nalézt v publikacich [2], [3], [5], [6] a [8].
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VYUCOVANI PRAVDEPODOBNOSTI NA 1. STUPNI ZAKLADNICH
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Abstrakt

Kurikulum matematiky v primarnim vzdélavani v Némecku pruzné reaguje na soustavne
se ménici stav lidské spole¢nosti a védy. Piikladem toho je vyuka pravdépodobnosti na 1. stupni
zakladnich skol. V Némecku je ucivo pravdépodobnosti diky kvalitni legislativni opote
integralni soucasti vzdélavani na vSech typech a stupnich Skol. Didaktici matematiky se vénuji
vyzkumu této problematiky a informuji o svych vysledcich pfevazné v tizce zaméfenych
studiich. Némecké ucebnice matematiky pro 1. stupeit obsahuji zakladni ucivo
pravdépodobnosti. Vyuka pravdépodobnosti se na 1. stupni pievazné hravou formou zaméiuje
na budovani prvotnich ptfedstav zakii o ndhodnych procesech a pravdépodobnosti jevi.
Ptispévek shrnuje podstatné rysy vyuky pravdépodobnosti v primarnim vzdélavani v Némecku
a poskytuje mnozstvi podnétii pro Ceské ucitele pifi vyuce pravdépodobnosti na 1. stupni
¢eskych zakladnich skol.

Kli¢ova slova: matematika, vyuCovani matematice, pravdépodobnost, propedeutika
pravdépodobnosti

TEACHING PROBABILITY AT PRIMARY SCHOOLS IN GERMANY

Abstract

Mathematics curriculum at primary schools in Germany responds promptly to permanently
changing situation of human society and science. Teaching Probability at elementary schools
can be set as an example. In Germany the Probability curriculum is owing to fine legislative
support an integral part of education at all sorts and stages of schools. The didacticians
of Mathematics deal with research of this topic and they inform of their results mostly in
narrowly focused studies. The German mathematical schoolbooks for primary schools contain
the fundamental curriculum of probability. The Teaching of Probability at primary schools
focuses mainly by a playful form to build primal pupil concepts about random processes and
probability of phenomena. The article summarizes the fundamental attributes of teaching
Probability at primary schools in Germany and it provides a lot of impulses for Czech teachers
during teaching Probability at Czech primary schools.

Keywords: Mathematics, Teaching Mathematics, Probability, Propedeutics of Probability

1. Uvod

U¢ivo pravdépodobnosti je nedilnou soucasti Skolniho vzdelavani v mnoha vyspélych
zemich. Rychlost, s jakou si pravdépodobnost ziskala své misto ve §kolni vyuce!, Ize povazovat

'V Némecku se podle Cordt (2012 , s. 4) uc¢ivo pravdépodobnosti objevilo ve vzdé&lavacich planech pro vyssi
ro¢niky gymnazii jiz v roce 1901, avSak az do roku 1945 hraly statistika a pravdépodobnost spise bezvyznamnou
roli. V 70. letech 20. stoleti byla pravdépodobnost volitenym u¢ivem k maturit¢ a vyucovala se béhem jednoho
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za velky uspéch, nebot’ axiomaticka vystavba teorie pravdépodobnosti se objevila az na pocatku
minulého stoleti’ a dale se jesté upravovala v padesatych letech.® Zatimco zafazeni uéiva
pravdépodobnosti do vyuky matematiky pro zaky 2. sekundarniho vzdélavani (asi od 11 do
piiblizn¢ 15 let véku zakl) byva dnes vétSinou obvyklé, neni jeho zarazeni do vyuky
v primamim vzdélavani* samoziejmé. Podrobné&jsi analyzu rozdild ve vyudovani
pravdépodobnosti v riznych zemich zde neprovadime a zaméfujeme se pouze na vyuku
pravdépodobnosti v Némecku (kap. 3). Aby mohl ¢tenaf asponl ¢astecné porovnat vyucovani
pravdépodobnosti mezi CR a Némeckem, piipomindme nékteré aspekty vyuky pravdépo-
dobnosti v CR (kap. 2). V kapitole 4 a se pak vénujeme propedeutice pravdépodobnosti na
1. stupni némeckych zakladnich Skol.

2. Vyuka pravdépodobnosti v CR

Pravdépodobnosti se v ¢eském Skolnim prostiedi nevénuje dostatecna pozornost, jde u zakt
1 ucitell o méné oblibené ucivo a vétSinou se jeho dulezitost pro budovani matematické
gramotnosti zakii bé&hem Skolniho vzdélavani podcenuje. Ucivo pravdépodobnosti je
zastoupeno v RVP ZV az pro 2. stupeit ZS a v RVP na SS. Na 1. stupni ZS se s u¢ivem
pravdépodobnosti zaci prakticky nesetkaji a jeho zatazeni zalezi Cist¢ na konkrétnim uditeli.
Pro zatazeni uciva pravdépodobnosti do vyuky matematiky na 1. stupni chybi legislativni
opora, jak pro ucitele, tak i napt. pro tviirce ucebnic.

Vétsina dostupnych vyzkumnych pfispévki cCeskych autori se tykd vyuky
pravdépodobnosti na vy$$im neZ primarnim vzdélavani. Autorovi neni znama Zadna ucelené
prace Ceskych autord, kterd by se komplexné zabyvala zarazenim uciva pravdépodobnosti
v uéebnicich nebo ve vyuce matematiky na 1. stupni ZS v CR, ani tieba jen jako soucast
komplexnéjSiho pohledu na vyuku matematiky na 1. stupni. Okrajové se vyuky pravdépo-
dobnosti dotkly snad jen autorky v publikaci (HoSpesova, Stehlikova, Ticha 2007), ktera se
vénuje tématu kultury vyucovani matematice. J. Slezakova vytvati Koncept pravdeépodobnosti
v prostredi Krokovani (prvni ro¢nik a vyS$si ro¢niky) (HoSpesova, Stehlikova, Ticha 2007,
s. 131-132), ve kterém predstavuje tzv. krokovani k budovani propedeutiky pravdépodob-
nostniho mysSleni: ...pétice Zakii zavodi na trase dlouhé 8-12 kroku. Prvni Zak hodi hraci
kostkou, rekne cislo, které padlo, a udéla prislusny pocet krokii. Pak nasleduji dalsi Zaci. Kdo
je prvni v cili? Popsana hra je hazardni hrou. Autorka dale predstavuje obtiznéjsi hru, tzv. hru
Faborky, ve které si hra¢ vytvaii pravdépodobnostni intuici. Tu vyuZije ke zvySeni nad&ji
(8ance) na vyhru: Zdak dostane 4 faborky a ty polozi na ¢tyFi znacky krokovaciho jevisté.
Napriklad na znacky vzdalené od zacatku jevisté o 2 kroky, 5 krokii, 8 krokii a 12 krokii. Pak
se Zak postavi na zacatek krokovaciho jevisté a hodi dvema kostkami. Soucek ok, ktera na
kostkach padnou, odkrokuje. Napriklad, kdyz padne 2 a 6, odkrokuje 8 krokii. Ma-li na znacce,
ke které dosel, faborek, ziskava bod. Nema-li, neziska nic. [...]. Vysledky jsou zaznamenavany
do tabulky. Zak si vytvaii tzv. klastr® budouciho schématu pravdépodobnosti vysledku v jevu
,hod dvéma kostkami”, ke kterému se lze vratit znovu na 2. stupni ZS a opétovné na SS.

pololeti skolniho roku. Na ptelomu tisicileti se podle Sill a Kurtzmann (2019, s. 11) pravdépodobnost na 1. stupni
vyucovala pouze na dvou z 16 spolkovych zemich, stochastika jako celek pak na 14 ze vSech spolkovych zemich.
2 Axiomatickou vystavbu pravdépodobnosti vytvofil svétové zndmy rusky matematik Andrej Nikolajevic
Kolmogorov (1903-1987) v dile Grundbegriffe der Wahrscheilichkeitsrechnung v roce 1933.

3 Kolmogorovou teorii dale rozvijel napf. mad’arsky matematik Alfréd Rényi (1921-1970).

4 Jde o priméarni a sekundarni vzdé&lavani ISCED 1 a 2 podle mezindrodni standardni klasifikace vzd&lavani
(International Standard Classification of Education), ktery trva v Némecku 4 roky a probiha v ramci zakladni
Skoly (Grundschule).

5 Tzv. klastrem se rozumi piedstupeft schématu pojmu, jde o propojeni izolovanych informaci o daném objektu,
procesu, situaci, vztahu v procesu poznavani a u¢eni zaka.
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Utivo pravdépodobnosti se v ¢eskych ucebnicich pro 1. stupeit ZS objevuje jen velmi
sporadicky. Vyjimkou jsou noveé napt. Hejného ucebnice matematiky z nakladatelstvi Fraus,
kde je pravdépodobnost oznadena jako udivo rozsifujici. Zaci se po feseni vhodné vybranych
uloh nejdiive z kombinatoriky, pozd¢ji také z pravdépodobnosti piimo seznamuji s vypoctem
pravdépodobnosti v Laplaceovych pokusech.

Jsme presvédceni o zdsadnim vyznamu zafazeni uciva pravdépodobnosti do vyuky
matematiky na 1. stupni ZS a v dalsich kapitolach piedstavujeme némecké pojeti. Jsme si
védomi toho, ze vyuka pravdépodobnosti na 1. stupni v Némecku je pro ¢eské ucitele pouhou
inspiraci a ze k této problematice je potfeba vést dlouhodobou odbornou diskusi.

3. Vyuka pravdépodobnosti v Némecku

V Némecku je pravdépodobnost spolu se statistikou® soucdsti tzv. stochastiky.
V pedagogické literatute se tak bézné pouziva oznaceni ,,stochastické vzdélavani® nebo ,,vyuka
stochastiky*. Z komplexniho oboru stochastiky se v dalSich kapitolach zaméfujeme pouze na
pravdépodobnost. Predstavime, jak jsou jeji zdklady vyufovany v primarnim vzdélavani
v Némecku, kde se ji ve srovnani s CR vénuje vyrazné vétii pozornost. Cerpame predevsim
z monografie (Sill, Kurtzmann 2019)” a mnoha jinych ptedev$im ¢asopiseckych zdroji.

3.1. Dilezitost vyucovani a uceni se pravdépodobnosti

Vyznam pravdépodobnosti jako soucésti vzdélavani zdiraznila fada osobnosti z oblasti
védy. Mizeme pfipomenout madarského matematika Alfréda Renyia (1921-1970), ktery
zdiraznil uzite€nost poc¢tu pravdépodobnosti v bézném zivoté 1 v riznych oblastech védy
a techniky. Podle néj se Zaci uci pravdépodobnost predevsim proto, nebot” hraje dilezitou roli
ve vyvoji jejich mysleni. Také se vizionafsky domnival, Ze je pravdépodobnost nepostradatelna
pro dalsi rozvoj matematiky jako védy.® Nemylil se. Ke viem jeho postiechiim se dodnes
vracime. Dokladem toho je zfejmy stdle rostouci vyznam pravdépodobnosti ve stale Sirsi
a pestiejsi Skale védnich obori: Znalosti z pravdépodobnosti se vyuZziji v matematické statistice,
fyzice, biologii, meteorologii, chemii, medicin€, stavebnictvi, ekonomii, finan¢nictvi,
pojiStovnictvi, farmacii a farmakologii, pravu, ale 1 napt. v lingvistice, reklamé aj. Zajimavym
ptikladem je kryptografie, kterd pfimo vyuZiva nepfedvidatelnost nahodilych jevl v Sifrovani
a pomoci posloupnosti (pseudo)ndhodnych ¢&isel vytvaii ucinné Sifrovaci klice. Némecka
spolecnost si uvédomuje tento argument. V roce 2005 byl vyslySen politicky pozadavek
a s vyukou pravdépodobnosti se od té doby za¢ina v Némecku jiz na 1. stupni ZS.

Dal$im z4sadnim argumentem je zkuSenost, Ze téma pravdépodobnosti neni ani malym
zaktim vlastné vibec cizi. Zfejm¢ nenajdeme déti, které by se nemusely nékdy rozhodovat
v situaci, ktera je (Sasto jen ¢aste¢né nebo i zcela skryté) spojena s ndhodou. Zaci mlad§iho
Skolniho vé€ku maji naopak s ndhodou uz fadu zkuSenosti, jak z pfedskolnich zafizeni, tak
1 z rodinného prostredi. Urcité se setkali s ndhodou pti riznych détskych hrach, které jsou casto
zaloZeny na principu ndhody. Déti tedy vlastn€ maji 1 zkuSenosti s ndhodnymi generatory
(losovacimi zafizenimi), jako jsou kostka, poutové kolo §tésti ¢i losovani predmétu z dlané
apod. Pfi riznych hrach (tedy bez pomoci Skolni vyuky) si déti rozviji své prvni ptedstavy
o nahodé¢, casto si vytvaii vlastni animistické pfedstavy a marné patraji po ,tajemstvi®, diky
kterému by jim pifi hodu hraci kostkou zaruené padla sténa se 6 puntiky. VSechny jejich
odhady o nastani toho kterého jevu jsou vzdy subjektivni. Pokud nedojde k rozvoji ale 1 korekci

6 Nékdy také spole¢né s kombinatorikou.

7 Recenze publikace byla uveiejnéna v Gasopise e-Pedagogium a je dostupna z https://e-pedagogium.upol.cz/
archive.php?filtered=1&mag=epd&year=2018.

8 VolIné podle Cordt (2002, s. 5).

15



Elementary Mathematics Education Journal 2020, Vol. 2, No. 1
ISSN 2694-8133

téchto prvotnich intuitivnich ptedstav o pravdépodobnosti, zafixuji si zaci az do zacatku vyuky
pravdépodobnosti na 2. stupni své chybné predstavy a nerealistickd ocekavani, coz vyrazné
ztizi vyuku pravdépodobnosti na 2. stupni. Prvostupiiovi ucitelé by méli zavcas vyuzit tento
potencial malych zaki, nebot’ s kazdym ro¢nikem klesa podle psychologi zajem zaka
o zkoumani novych véci i nadSeni pro matematiku.

Pravdépodobnost je jako matematicka disciplina definovana axiomaticky, coz ma za
dasledek to, Ze mnoho jejich pojmil zistava ve vyuce dlouhou dobu nedefinovano, a i pozdéji
jsou tyto zakladni pojmy ve Skolnim prostiedi velmi tézko uchopitelné. To vSechno vSak neni
ptekazkou pro zarazeni pravdépodobnosti na 1. stupeii! Pravdépodobnost je mozné vyucovat
jediné tak, Ze se zaci budou dlouhodobé¢ a opakované¢ setkavat s pravdépodobnosti, a to vhodnou
formou. Toto ,,setkdvani* je proces, ktery by mél zacit jiz na 1. stupni tak, jak je tomu na
némeckych Skolach. Pojem pravdépodobnost je potieba “pestovat” arozvijet. Experimentovani
a pozorovani — bézné z vyuky pravdépodobnosti na 2. stupni — miize provadét snadno
1 prvostupniovy zak, pouzivané ucebni metody, zalozené na hrach a experimentech také nebrani
zatazeni tohoto uciva. Naopak budou vzbuzovat u zakl zajem, radost a zvédavost. Vyuka
pravdépodobnosti na 1. stupni by méla byt hravd a méla by umoznit udélat vyuku “Zivou™ a pro
zaky zajimavou. Kromé toho se také pii experimentech, pfi zdpisech a zpracovani vysledkil
pokusti zéaci uci techniky a metody podstatné i pro dalsi oblasti matematiky, napf. statistiky.

3.2. Odborna literatura a vyzkum vyuky pravdépodobnosti v Némecku

Vyuce pravdépodobnosti na primarnim vzdelavani se v Némecku vénuje mnoho odbornych
didaktikii matematiky, psychologti, odborniki v oblasti primarni i sekundarni pedagogiky
1 uc€itell z praxe. Sill a Kurtzmann hned v Givodu své publikace (2019, s. 1) upozoriiuji, Ze mezi
némeckymi didaktiky existuje vice riiznych ptedstav o smysluplné vyuce stochastiky (vcetné
pravdépodobnosti). V kapitole 4.1 Cerpame predevsim z publikace (Sill, Kurtzmann 2019). Pro
hlubsi studium problematiky je vSak mozné vyuzit fadu dalSich odbornych i populdrné-
nauc¢nych publikaci, které poskytuji uceleny ¢i jen €aste¢ny metodologicko-didakticky vhled
do tématu vyuky pravdépodobnosti v Némecku.’

Eichler, A. & Vogel, M. (2009). Leitidee Daten und Zufall. Von konkreten Beispielen zur
Didaktik der Stochastik. Wiesbaden: Vieweg+Teubner.

Eichler, A. & Vogel, M. (2011). Leitfaden Stochastik. Wiesbaden: Vieweg+Teubner.

Kiitting, H. & Sauer, M. J. (2008). Elementare Stochastik: mathematische Grundlagen und
didaktische Konzepte. Berlin (aj): Springer.

Kiitting, H. (1994). Didaktik der Stochastik. Mannheim: BI-Wiss.-Verlag.
Schupp, P. (1979). Zugdnge zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. Tiibingen: DIFF.

Gigerenzer, G., Swijtink, Z., Poter, Th., Daston, L., Beatty, J. & Kriiger, L. (1999). Das
Reich des Zufalls. Wissen zwischen Wahrscheinlichkeiten, Hdufigkeiten und Unschdrfen.
Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag.

Griinewald, R. (1989). Untersuchungen unter Einbeziehung kombinatorischer und
stochastischer Aufgaben in den Mathematikunterricht der unteren Klassen (Schulmathe-
matische Forschung). Preprint ¢. 221, Humboldt-Universitit zu Berlin: Sektion Mathematik.

? Vybirame jen nejcitovangjsi publikace, vynechali jsme odborné publikace k teorii pravdépodobnosti a statistiky.
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Griinewald, R. (1991). Schwierigkeiten mit der (statistischen) Wahrscheinlichkeit in den
ersten Schuljahren. In: Stampe, E., Schulz, W., & et al. Berliner Tagung zur Didaktik der
Mathematik, s. 49-52.

Griinewald, R. (1991). Zum Unterrichten von Stochastik in der Primarstufe — Standpunkte
und erste Erfahrungen. In: R. Griinewald (ed.), Stochastik im Mathematikunterricht der unteren
Klassen; Kolloquium am 4. 2.1991 in Berlin, s. 44-53.

Heitele, D. (1977) Fragmente einer Geschichte der Wahrscheinlichkeitsdidaktik
(insbesondere des Primarbereiches). Didaktik Mathematik. 12(4), s. 245-262.

Hilsberg, I. & Warmuth, E. (1991). Stochastik von Klasse 1 bis zum Abitur — ein Lehr-
gangsentwurf. In: R. Griinewald (ed.), Stochastik im Mathematikunterricht der unteren
Klassen; Kolloquium am 4.2.1991 in Berlin, Preprint Nr. 91-18, (s. 6-14). Humboldt-
Universitét zu Berlin: Fachbereich Mathematik.

Neubert, B. (2006). Leitidee ,,Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit* in Schulbiichern
fiir den Primarbereich. In Eichler, A., & Meyer, J. (ed.), Tagungsband 2006/2007 des
Arbeitskreises "Stochastik in der Schule" in der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik e.V.
Anregungen zum Stochastikunterricht, Band 4 (s. 49-63). Hildes-heim: Franzbecker.

Panknin, M. (1974). Kombinatorik, Wahrscheinlichkeit und Statistik fiir die Klassen 1-6.
Bochum: Verlag Ferdinand Kamp.

Sill, H-D., & Kurtzmann, G. (2019). Didaktik der Stochastik in der Primarstufe. Berlin,
Heidelberg: Springer Spektrum.

Wollring, B. (1994). Fallstudien zu frequentistischen Kompetenzen von Grundschulkin-
dern in stochastischen Situationen — Kinder rekonstruieren verdeckte Gliicksrader. In H. Maier
& J. Voigt (ed.), Untersuchungen zum Mathematikunterricht. Verstehen und Verstindigung
(s. 144-180). Koln: Aulis Verlag.

Mnoho ptispévki, informaci z vyzkumnych zprav, zkuSenosti z realizovanych experimentt
ve vyuce, riizné pripadové studie a navrhy na realizaci vyuky stochastiky 1ze nalézt predev§im
v némeckych ¢asopisech matematicko-didaktického a pedagogického zaméteni, k nimz patii
napi. Stochastik in der Schule, Grundschule, Grundschulunterricht Mathematik, Grundschul-
magazin, Mathematik lehren, Mathematik in der Schule, Mathematik, Sachunterricht und Mathe-
matik in der Primarstufe, Statistik in der Schule aj.'

Prevazna cast vyzkumi vyuky pravdépodobnosti v Némecku se tyka sekundéarniho
vzdelavani I a I, zacina se vSak také zvySovat pocet piispévkl k témuz tématu pro 1. stupent
ZS. Cordt (2012, s. 3) shrnuje vysledky dosud realizovanych vyzkumnych Setfeni a zmifuje
predevsim vysledky studie PISA z roku 2003, podle kterych povazuji némecti ucitelé
pravdépodobnost spise za tzv. ,,téma na konec $kolniho roku”. Setfeni rovnéz poukazalo na to,
ze ucitelé v Némecku uci pravdépodobnost (stochastiku) ¢asto neradi a vénuji ji ve vyuce na
1. stupni prostor v mife nezbytné¢ nutné. Pfi¢in spiSe negativniho pohledu na vyuku
pravdépodobnosti v nazorech ucitelt miize byt vice: teprve neddvno (pfelom 19. a 20. stoleti)
byla pravdépodobnost zafazena do vyuky na némeckych Skolach, vice aktivné pusobicich
uditeld neproslo na VS odpovidajici pipravou v pravdépodobnosti aj. Presto 42,5 % tazanych
uciteldl souhlasi s rostoucim vyznamem stochastiky pro bézny Zivot zZakl a potfebou zaradit toto
ucivo do vyuky, s vyukou pravdépodobnosti na primarnim vzdélavani souhlasi 17,5 %
respondentl. PfestoZe plisobi zaci pii vyuce pravdépodobnosti jako pozorngjsi a motivovanéjsi,

19 podrobny piehled lze nalézt v seznamu pouzité literaury diplolové prace Cordt (2012).
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hodnoti u¢ivo jako obtizné.!' Cordt se domniva, Ze p¥ic¢inou posledniho zjisténi by mohl byt
nedostatek vlastnich zkuSenosti zakt z mimoskolniho prostiedi.

Vyuka pravdépodobnosti trpi v primarnim i sekundadrnim vzdélavani podle Sill
a Kurtzmann (2019, s.12) dodnes znacné tim, ze se v riznych spolkovych zemich dost lisi
vysokoskolska ptfiprava budoucich prvostupiiovych ucitelti: podil matematické slozky
vzdélavani ucitelt kolisa mezi 3-33 % celkového obsahu vysokoskolské ptipravy!

3.3. U¢ivo pravdépodobnosti v némeckych legislativnich kurikularnich dokumentech

Pravdépodobnost je v Némecku zakotvena piedevsim ve dvou kurikularnich dokumentech,
které jsou zavazné pro vSechny spolkové zemé. Jde o tzv. Vzdeélavaci standardy matematiky
pro primdrni vzdeélavani (vyd. 2005, dale je Standardy)'? a tzv. Doporuceni k ciliim a tvorbé
stochastické vyuky... (vyd. 2002, déle jen Doporuceni).

3.3.1 U¢ivo pravdépodobnosti ve vzdélavacich standardech
Standardy stru¢né shrnuji cilové obsahové kompetence zakt pro oblast Data, cetnost
a pravdépodobnost. Odstavec k pravdépodobnosti za¢ina heslem Srovnavat pravdépodobnosti
Jevii v nahodnych experimentech a je dale uptesnén dvéma body:
e znat zakladni pojmy (napr. jisty, nemozny, pravdépodobny),
e odhadovat sance na vyhru v jednoduchych nahodnych experimentech (naprv. hry
s kostkou) (2005, s. 11).

Zaci v primarnim vzdélavani v Némecku by se méli nau¢it predevsim kvalitativng
ohodnocovat pravdépodobnost, a to pomoci ptidavnych jmen nemozné, pravdépodobné a jisté,
ptfipadné se zdlraznénim jako spiSe nemozné, témer jisté apod. Cilem vyuky je také naucit se
znazoriovat pravdépodobnost vysledkil ndhodnych procest na tzv. pravdépodobnostni skale.
Zaci by se méli dale pokouset odhadovat $ance na vyhru v riiznych hrach o nahodé a premyslet
o tom, zda je hra spravedliva ¢i nikoliv. Ze Standardii citujeme typové tlohy, které¢ predstavuji
cilovy standard Zakl na konci 4. tfidy némecké zakladni Skoly.

Uloha 1: U hraci kostky je soucet ok proti sobé lezicich stén stile 7. Tedy napr. 3 proti ...,
... proti ... apod.

Uloha 2: Predstav si, Ze hdzis hract kostkou pétkrdt a scitds pocty ok na vrchni sténé kostky
po dopadu. Nejmensi soucet je... Nejvétsi mozny soucet je...

Uloha 3: Predstav si, Ze hazis dvéma hracimi kostkami. Pii jednom hodu scitds pocty ok na
vrchnich sténach obou kostek. Jaké soucty jsou mozné? Vsechny vypis...

Uloha 4: Pii hdzeni dvéma hracimi kostkami je soucet 7 ok, kterd padnou na vrchnich
steénach kostek, podstatné castejsi nez soucet 12. Cim to je?...

" Vice k tomu napiiklad v ¢lanku Martignon, L. & Wassner, C. (2005). Schulung frithen stochastischen Denkens
von Kindern. Zeitschrift fiir Erziehungswissenschaft, 2/2005, s. 202-222.

12 Pro dokresleni kompaktnosti systému kurikularnich dokumentti v Némecku dodavame, Ze oba dokumenty
navazuji na tzv. Spolecny ramec pro spolkové zemé ve vzdélavani déti v predskolnich zarizenich (v originale
Gemeinsamer Rahmen der Linder fiir die friihe Bildung in Kindertageseinrichtungen, vyd. 2004 a dostupné
z https://www.kmk.org/fileadmin/Dateien/veroeffentlichungen beschluesse/2004/2004 06_04-Fruehe-Bildung-
Kitas.pdf). Dokument naznacuje hlavni sméry a cile vzdélavani zaka v matetskych skolach. Kazda spolkova zemé
kromé toho vydava pro ucitele svij tzv. Orientacni plan pro vzdélavani a vychovu v predskolnich zarizenich
(Orientierungsplan fiir die friihe Bildung in Kindertageseinrichtungen), ktery je pro ucitele z dané spolkové zemé
k dispozici na https://www.bildungsserver.de).
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Uloha 5: Hrajes si s kamarddy s hraci kostkou. Kazdy z hrdcii si smi vybrat jedno pravidlo,
podle kterého bude ziskdavat body.

o Ziskas bod, kdyz bude pocet ok na vrchni sténé kostky sudy.

o Ziskas bod, kdyz bude pocet ok na vrchni sténée kostky délitelny tremi.

o Ziskas bod, kdyz bude pocet ok na vrchni sténé kostky mensi nez pet.

o Ziskas bod, kdyz bude pocet ok na vrchni sténé kostky veétsi nez pét.

o Ziskas bod, kdyz bude pocet ok na kostce nulovy.

Chces ziskat co nejvice bodii. Které pravidlo bys zvolil? (2005, s. 33-35)"3

Z typovych tloh vyplyva, ze Zaci by na 1. stupni méli fesit v hodindch matematiky tlohy,
se kterymi se setkavaji ¢esti Zaci nejdiive na 2. stupni ZS! Mezi Glohami rozhodné neni tikol
vypocitat hodnotu pravdépodobnosti (kvantifikovat ji), ale pouze ziskavat prvni zkuSenosti
s ndhodnymi procesy a jejich vysledky a pravdépodobnosti vysledk kvalitativné ohodnocovat.

3.3.1 U¢ivo pravdépodobnosti v Doporucenich k vyuce pravdépodobnosti

Tzv. Doporuceni (2002)'* precizuji cile vzd&lavani zakd v pravdépodobnosti na 1. stupni
ZS v Némecku. Ve své tivodni &asti kladou autofi dokumentu smérem k soucasné vyuce
matematiky jasny pozadavek: K ukolim vzdelavini moderni vyuky matematiky patii |...]
rozvijet dovednosti zaki rozhodovat se a zduvodnovat pomoci dat ¢i pravdépodobnostnich uvah
a soudu. (2002, s. 22-23) Takova vyzva nasla v Némecku svou odezvu: ucivo
pravdépodobnosti je zafazeno v ucebnicich matematiky pro 1. stupein a také budouci
prvostupiiovi u¢itelé jsou $koleni v propedeutice pravdépodobnosti na VS. Autofi dale
pozaduji, aby ucivo pravdépodobnosti nestalo ve vyuce matematiky osamocené, ale vyhradné
propojené s ostatnim ucivem. V ramci absolventské urovné ve stochastice na primarnim
vzdélavani by Zaci mimo jiné méli:'
e byt konfrontovani s pravdépodobnostnimi vypovedmi, méli by zkouset hry
s generatory nahodnych cisel aj.,
o odhadnout a kvalitativné srovnavat pravdépodobnosti jednoduchych nahodnych jevii
na zaklade dat, zkusenosti nebo analyzy podminek priibéhu nahodného procesu,
e disponovat prvnimi zkusenostmi s jednoduchymi nahodnymi experimenty.
(2002, s. 23)

3.4. Sonda zarazeni uéiva pravdépodobnosti v némeckych uéebnicich'®

Némecké $koly si vybiraji z $iroké nabidky udebnic matematiky pro zdky 1. stupng.!’
Kazda spolkovéa zemé nebo jejich skupiny preferuji své vzdélavaci materidly, které reflektuji
obsahové pozadavky na vzdélavani podle Skolni legislativy piislusné spolkové zemé.

13 Formulace tloh byly oproti originalu terminologicky mirné zpfesnény.

4 Doporuceni vydala v roce 2002 némeckd Spole¢nost pro didaktiku matematiky (GDM — Gesellschaft fiir
Didaktik der Mathematik). Vice informaci na https://didaktik-der-mathematik.de.

15 Citujeme pouze &ast k pravdépodobnosti.

16 Srovnanim ugebnic pro 2. stupett zdkladnich kol (a viceletd gymnazia) se zabyvala Jana Vincencova ve své
diplomové praci Pravdépodobnost a statistika v némeckych, rakouskych a ceskych ucebnicich matematiky pro
nizsi  stupenn gymndzia. (2013) Masarykova univerzita v Brné, Pedagogickd fakulta. Dostupné
z https://is.muni.cz/th/fds94/.

17 K nejéast&ji uzivanych uéebnicim matematiky pro zéky 1. stupné v Némecku patii: Denken und Rechnen
(Ausgabe Ost, Arbeitsheft Daten, Hdufigkeiten und Wahrscheinlichkeit, Westermann Schulbuchverlag,
Braunschweig), Eins zwei drei /Cornelsen verlag, Berlin), Mathefreunde (Volk und Wissen Verlag, Berlin),
Mathematikus (Westermann Schulbuchverlag, Braunschweig), Nussknacker (Ernst Klett Verlag, Stuttgart),
Rechenwege (Volk und Wissen Verlag, Berlin), Zahlenzauber (Oldenbourg Schulbuchverlag, Miinchen).
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Zdrzujeme se umyslu poskytnout zde ptrehled o zatazeni uciva pravdépodobnosti v ucebnicich
pro zaky 1. stupn¢ vzdélavani. Na ukazku ale pfedstavujeme zatazeni uciva pravdépodobnosti
v ucebnici Nussknacker (2014) z nakladatelstvi Ernst Klett Verlag, ktera se uziva od roku 2014
v tém¢éft vSech spolkovych zemich. Ucivo pravdépodobnosti se v ni vyskytuje v ucebnicich pro
2., 3. a 4. t¥idu v kapitole s nazvem Ndhoda — pravdépodobnost — kombinatorika'® a pod heslem
Experimenty s kostkami.!® Formalné velmi p&kné zpracované a tvofivé pojaté uéebnice obsahuji
mnoho doprovodnych barevnych obrazki motivacniho i vykladového vyznamu. Privodcem
zaku je havran Trax, jehoz rady jim pomahaji pti feSeni. K ucebnici jsou k dispozici pracovni
seSity (tiSténé nebo na CD ROMu), u€ebnice pro ucitele, ucitelsky balik s materidly, ptedlohy
ke kopirovani rozliSené podle naro¢nosti pro moznost diferenciace ve vyucovani, motivacni
seSit a dalsi didaktické materialy do vyuky.

V ucebnici Nussknacker pro 2. tfidu je hlavni pozornost vénovana porozuméni a spravnému
uzivani pojmi nemozny, pravdépodobny a jisty. Slouzi k tomu tzv. pravdépodobnostni skala
(bez oznadeni krajnich bodi &isly 0 a 1 jako meznich hodnot pravdépodobnosti). Zaci na 1.
stupni nacvicuji pouze kvalitativni ohodnoceni pravdépodobnosti. Jedna z prvnich tloh vyuziva
hazeni kostkou, tedy Laplaceiiv ndhodny pokus. Piekvapivé nésleduje uloha na hazeni
ptipinaCkem, coz je ne-Laplacetiv pokus. Ta demonstruje zakim, ze kazdy z hodl nenastava
pii sérii opakovani ,,stejnékrélt“.20 V dalsich ulohach zéci procvicuji rozhodovani o ,,férovych”
hréch, kde se jiz vyuziva hodu dvéma kostkami.

V ucebnici pro 3. tfidu se zaci poprvé seznamuji s ndhodnym procesem losovani rizné
barevnych kostek ze sdCku a na fad€ tloh trénuji své odhady, ktery vysledek losovani je
nemozny, pravdeépodobny a jisty. Opét tedy jde o nacvik kvalitativniho ohodnoceni
pravdépodobnosti. Déle zaci srovnavaji dvé pravdépodobnosti: V prvnim sacku je 1 cervena
a 2 modré kostky, v druhém sacku jsou 3 cervené a 2 modré kostky. Ze kterého sacku je
vyhodnéjsi losovat, chci-li vylosovat cervenou kostku? Apod. Piekvapivé se zde objevuje jiz
také obtizngjsi tloha na losovani dvou kostek bez vraceni.

V ucebnici pro 4. tfidu se noveé objevuje losovaci zafizeni kolo §tésti, také nazyvané ruletka,
které neni v ¢eském prostredi ptili§ zndmé a vyuzivané. S koly $tésti 1ze fesit mnoho riznych
uloh, velkou vyhodou je moZnost vyrobit si vlastni ruletku a vyuZit ji napf. pfi rozhodovani
o férovosti hry. Zaci opét odhaduji, zda jsou sledované nihodné vysledky nemozné,
pravdépodobné nebo jisté. Na pravdépodobnostni skale piibyl jesté stupeit nepravdépodobny,
umistény mezi pravdeépodobny a nemozny. V nékterych ulohach se vyuZivaji strukturné

vvvvvv

vvvvv

Ulohy z pravdépodobnosti zafazené v udebnicich Nussknacker pro 2. az 4. t¥idu rozviji
dalsi ulohy v dopliikkovych u¢ebnich materidlech vydavanych k ucebnici.

4. Propedeutika pravdépodobnosti v primarnim vzdélavani v Némecku

Propedeutikou zde budeme dale podle Pedagogického slovniku (Priicha, Walterova, Mares
2003, s. 184) rozumét pripravu Ci pripravu ke studiu urcitého oboru. Uzivame tento termin
ve smyslu piipravy zakia 1. stupné na uceni se pravdépodobnosti na 2. stupni ZS. Tam Zci
navazuji na své zkuSenosti o ndhodnych jevech ze tiid 1. stupné, své zkuSenosti a pfedstavy
o matematickych fenoménech rozviji a zptesiiuji obsah dosud pouzivané ,,détské” terminologie.
V Némecku se tak i v ptipadé uciva pravdépodobnosti dodrzuje spiradlovy princip zafazovani

8V originalnim znéni Zufall — Wahrscheinlichkeit — Kombinatorik.
YV origindlnim znéni Wiirfelexperimente.
20 Ptipinacek je tzv. asymetricky nahodny generator.
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uciva do vyuky, ktery navrhl vyvojovy psycholog J. Bruner (1915-2016) na zéklad¢ objevu
spiralového vyvoje détského mysleni.

Prvni propedeutiku pravdépodobnosti v Némecku, aviak pro nizsi tiidy gymnézia (v CR
by $lo o nizsi tfidy 4letého gymnazia) zpracoval A. Engel v roce 19662!, ktera se viak pro
primarni vzdélavani kvili své narocnosti nehodi. Reformni hnuti v 60. a 70. letech ,,New
Math* v mnoha zemich zménilo uc¢ebni plany matematiky, v jejimz duchu napsali V. Lindenau
a M. Schindler u¢ebnici Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Sekundarstufe 1>2. Koncepci jejich
vyucovani pravdépodobnosti 1ze povazovat za moznou, Sill a Kurtzmann (2019, s. 8-9) vsak
pouze komentuji jeji vyhody a nevyhody. Didaktiku stochastiky rozvijeli také napt. H. Kiitting
(1994) ¢i D. Heitele (1977) v dilech uvedenych v kapitole 3.2 aj.

Ve svém konceptu vyuky pravdépodobnosti na 1. stupni ZS v Némecku (kap. 4.1 a 4.2)
Sill a Kurtzmann (2019, s. 4) dokladaji, ze zatazeni uciva pravdépodobnosti na 1. stupen je
v souladu s konstruktivistickou teorii u¢eni Svycarského filozofa a psychologa J. Piageta (1896-
1980).

4.1. Koncept propedeutiky a vyuky pravdépodobnosti v 1. a 2. ro¢niku Z8 v Némecku

podle Sill a Kurtzmann (2019)

Vychozim pojmem koncepce vyuky stochastiky (jejiz soucasti je pravdépodobnost) jsou
pro Sill a Kurtzmann (2019, s. 18) stochastické situace, kterymi rozumi ,,jednak situace
v realité, ve kterych vznikaji a z nichz mohou byt zpracovavana data, ale také situace, v nichz
jsou mozné razné vysledky, ale ve kterych neni s jistotou dano, ktery z vysledkii nastane.*
Stochastické situace 1ze nalézt v§ude v ptirod€ i spolecnosti: stavy pocasi, rust rostlin, télesny
vyvoj €loveka a zvifat, produkce vyrobku, zmény ve volnocasovych aktivitdich déti, prib&éh
spanku, realizace snidan¢, cesta do Skoly, psani testu atd. Typické stochastické situace vznikaji
pfi hodech minci nebo jinymi predméty, toceni kolem $tésti, losovani z osudi apod.

Na stochastické situace nahlizi Sill a Kurtzmann (2019, s. 21-29) jako na kazdy proces,
déj, ktery oznacuji za ,,ndhodny proces”, ma-li pii své realizaci vice moznych (navzijem
ruznych) vysledka. Ptitom ktery z vysledkil nastane, rozhoduje nahoda. Sill a Kurtzmann
(2019, s. 22) rozliSuji procesy, které uz byly ukon€eny (napi. Arne jiZ napsal test.), které jesté
trvaji (napf. rist stromu) nebo procesy, které teprve o¢ekdvame (napf. hdzeni minci). Neékteré
procesy trvaji velmi kratce (napf. hdzeni minci), nékteré trvaji déle (napf. napsani testu)
a nékteré velmi dlouho (napf. rlst stromu). Rozlisit lze také stochastické déje, u kterych
vysledek neovlivnime (napt. hdzeni minci) a u jinych zase ano (napt. napsani Skolniho testu).
Vysledkem kazdého stochastického déje jsou urcité vysledky (stavy, objekty nebo myslenky)
vybaven¢ ur¢itymi znaky. Chceme-li proces studovat prostiedky statistiky ¢i pravdépodobnosti,
je dulezité se pro urCity znak rozhodnout, stejné jako metody, pomoci nichz zjistime jeho
hodnotu. Podstatné je také zjistit, za jakych podminek d& probihd a jaké faktory maji na
vysledek vliv. Ne samoziejmou vlastnosti procesu je jeho opakovatelnost za stejnych
podminek, jak jsme tomu zvykli u ndhodnych experimentii. Jako stochastické situace jsou
oznacovany tedy i takové, které probehnou jen jedenkrat, bez moznosti svého opakovani (napf.
fotbalovy zépas). Vétsina stochastickych procest v ptirodé€, spolecnosti a v zivoté Cloveka
probéhne pouze jedenkrat, malokdy se daji opakovat a vétSinou maji vice moznych vysledk.

21 Engel, A. (1966). Propideutische Wahrscheinlichkeitstheorie. Mathematikunterricht 12(4), s. 5-20.
22 Lindenau, V., & Schindler, M. (1978). Neuorientierung des Mathematikunterrichts. 1. vyd. Studientexte zur
Grundschuldidaktik. Bad Heilbrunn: Klinkhardt.
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Koncept zprostfedkovani zakladnich obsahti z pravdépodobnosti v pocatecni vyuce na
1. stupni (v 1. a 2. roéniku ZS) rozdélili Sill a Kurtzmann (2019, s. 59, 60) do 5 fazi, které
v dal$ich kapitolach struéné okomentujeme a dolozime ulohami:

e Rozpoznani moznych vysledki procesu

Porovnavani (Srovnavani) pravdépodobnosti
Popis a interpretace pravdépodobnosti
Znazornéni pravdépodobnosti na Skale
Zkoumani vlivu podminek procesu na pravdepodobnost vysledkii

4.1.1 Rozpoznani moznych vysledkii procesu

Prvnim krokem k zisk&vani prvotnich zkuSenosti s vypovéd'mi o pravdépodobnostech je
podle Sill a Kurtzmann (2019, s. 62-70) dovednost rozpoznat mozné vysledky stochastického
procesu, pficemz je s tim podle jejich ndzoru spojena fada problému a tskali.

Ptedné problémy terminologické: zatimco jsou pojmy jisty jev a nemozny jev definované
pojmy z teorie pravdépodobnosti, pouziva se bézné pii vyuce také hovorové spojeni mozny
(vysledek). Nahodny jev, ktery se jako termin na 1. stupni nepouZije, je chapan jako libovolna
podmnozina mnoziny vSech moznych vysledki nebo také jako vypovéd o vysledku ndhodného
procesu. Je proto potieba rozliSovat mezi ndhodnym jevem a vysledkem nahodného procesu,
Casto oznaCovanym jako elementdrni jev. Jev oznacuje v hovorové fe¢i néco vyjimecného,
zatimco v teorii pravdépodobnosti je to pojem zcela neutrdlni. Pojmy jisty, mozZny a nemozny
by se mély pouzivat pouze ve spojenich s vysledkem: jisty vysledek (ve vyznamu bezpecny,
spolehlivy, bezproblémovy, zaruceny apod.), mozny vysledek, nemozny vysledek (ve vyznamu
neproveditelny, nemyslitelny apod.). Za vhodné lze povazovat synonymni zdlraznéni slov jisty
a nemozny: Je jedina moznost, Ze... Je absolutné jisté, Ze... Je zcela jisté, Ze... Bez pochyby
nastane, zZe... Neni Zadna moznost, zZe... Viibec neni mozné, aby... Je uplné nemozné, aby... Je
vylouceno, aby... Apod. Porozuméni ,,mezim” kvalitativniho ohodnoceni pravdépodobnosti se
opie o skute¢nosti, ze vysledek nastane jisté (s jistotou) tehdy, kdyz mize nastat jediny tento
vysledek jako mozny, naopak vysledek je nemozny, kdyz nemtize nastat zadny mozny vysledek.
Znak sledovany v procesu mé jedinou hodnotu, nebo Zadnou hodnotu, nemaji tedy charakter
nahodnosti a neptlijde o stochasticky proces, nebot’ kazdy stochasticky proces ma aspon dva
(spiSe vice) riznych vysledki. Autofi v tomto ptipadé doporucuji vynechat tilohy o losovani
predmétu z osudi, v némz jsou pouze tytéz identické predméty. Diivodem je hlavné to, Ze takové
losovani nedavé smysl a ani neodpovida praxi, kde je vétSinou vice moznych vysledki.

Ptebirdme ulohy podle Sill a Kurtzmann (2019, s. 67, 68).

Uloha 1. S vyuzitim obrdzku® doplii do vétJ/’isty{, ‘moz“nﬂ, nemoz“nﬂ. a) Je..., ze Natalka pobézi
rychleji. b) Je..., ze se Dilara poti. c) Je..., ze Timo vstieli gol. d) Je..., ze Mateo
upadne. e) Je..., Ze Emira da gol.

Uloha 2. Doplii do vétyJ/'islﬂ, ‘mozvny‘, ‘nemozvny{. Je..., ze o Velikonocich postavim snehuldka.

Uloha 3. Pri Skolnim sportovnim dnu se kond béh na 50 m. Rozhodni, jestli jsou ndsledujici
vysledky mozné, jestli mohou nastat s jistotou nebo jsou zcela nemozné. A. Vitez
potrebuje méné nez 5 sekund. B. Jeden zdak odstoupi ze zavodu. C. Vitéz potiebuje
vic nez 5 sekund.

Uloha 4. Jaké bude u nds zitra pocasi? Co jisté nastane, co je mozné a co vitbec neni mozné?
A. Zitra bude prset. B. Zitra bude snezit. C. Zitra znovu vyjde slunce. D. Zitra bude
velmi vétrno. E. Zitra budou padat kroupy.

23 Obrazek zde neuvadime. Obrazek zndzorfiuje hiisté, na kterém si hraji déti. Détem na obrazku byla pied feSenim
ulohy pfifazena jména.
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Aby se ucitel vyhnul pojmu vysledek, spoji zaci ve svych vypovédich kvalitativni
ohodnoceni piimo se sledovanym jevem: Dést je zitra pravdeépodobny. Vysplhat do 10 s je
nemozné. Apod. Nebo také jednoduse: To je jisté. To je nemozné.

4.1.2 Porovnavani pravdépodobnosti

Jestlize se ve vyuce navaze na dosavadni zkuSenosti zaka s hovorové uzivanym slovem
pravdeépodobny, méli by se zaci naulit rozhodovat a vyjadiovat sva presvédceni o tom, Ze jeden
mozny vysledek je pravdépodobnéjsi nez druhy a ve specialnim piipad¢ ze mize byt prvni
vysledek stejné (priblizné stejné) pravdépodobny jako druhy. Pravdépodobnosti se tedy bud’
sob¢ blizi (nebo jsou si zjevné rovny), nebo jsou (znacné) rozdilné.

Pfi porovnavani pravdépodobnosti dvou vysledki téhoz procesu se musi zjistit, ktery
z obou vysledkil mé vétrsi a ktery ma mensi pravdépodobnost. SlouZzi k tomu ptipojeni ptislovce
spise, pripadné vic, jako napt. Kralik sezere spise mrkev nez bramboru., nebo druhy stupen

vvvvvvvv

Porovnéni pravdépodobnosti vysledki mé zvlastni vyznam, kdyz se pii sledovaném
procesu méni podminky, jako napt. Kdo se pilné uci, dostane dobrou znamku. Tedy dobrou
znamku dostane s vétsi pravdépodobnosti ten, kdo se piln€ u¢i. Zmeéna v pristupu zéka k uceni
ziejmé ovlivni kvalitativni hodnotu pravdépodobnosti, ktera se snizi: Nebude-/i se zdk pilné
ucit, je méné pravdepodobné, ze dostane dobrou znamku.

Podle Sill a Kurtzmann (2019, s. 72) je mozné porovnat i dvé malé pravdépodobnosti
a uvadi tento priklad: Co je pravdépodobnejsi? Ze zitra odpadne vyucovani, protoze bude
ucitelka nemocnd, nebo kvili tomu, Ze budou vyhliseny prdzdniny 7 ditvodu nadmérného
horka?

Porovnavani pravdépodobnosti by samoziejmé bylo snazSi, pokud bychom mohli
pravdépodobnosti obou vysledkil ¢iselné vyjadiit zlomkem nebo desetinnym ¢islem a Cisla
jednoduse porovnat. To je vSak mozné az po zavedeni kvantitativniho hodnoceni
pravdépodobnosti, coZ se stane az na druhém stupni ZS. Na 1. stupni tuto cestu tedy vyuzit
nelze.

Uloha 1. Predstav si, Ze se pri hodiné télocviku ucis skok do dalky s rozbéhem. Jaky vysledek
je pro tebe pravdépodobnéjsi, je-li skok platny?
A. Skocis vice nez 2 m. B. Neskocis dal nez 2 m.
Uloha 2. Potiebujes do Skoly jesté jednu knizku. Kde ji pravdépodobnéji koupis?
A.V supermarketu. B. V knihkupectvi.
Uloha 3. Jsi na cesté do skoly. Co spise uvidis? A. Autobus. B. Kocar.
Uloha 4. Kdy je pravdépodobnéjsi, ze bude u nds teplo? A. V cervenci. B. V prosinci.
Uloha 5. Kdy budes mit spise iipal od slunce?
A. Pri jizdeé na kole v Fijnu. B. Pri slunném letnim dni v cervnu.
Uloha 6. Co si pes spise vybere? Co je pravdépodobnéjsi? A. Kost. B. Okurku.
Uloha 7. Co je pravdépodobnéjsi? A. Vysplhds nahoru do 10 s. B. Nevysplhds do 10 s?

4.1.3 Popis a interpretace pravdépodobnosti

Potom co Z4ci porovnali pravdépodobnosti vysledkii daného stochastického procesu, musi
je kvalitativné ohodnotit. Slovo pravdépodobny je pouzivano ve svém hovorovém vyznamu
a vyjadiuje, Ze n&jaky vysledek nastane s velkou jistotou, jako napt. Pravdépodobné bude zitra
prset. Podobné vypovédi zaci sami bez problémi vytvaieji jiz v 1. ro¢niku ZS. (Sill, Kurtzmann
2019, s. 75) Pod popisem pravdépodobnosti vysledku se na 1. stupni ZS rozumi vyhradng jeji
kvalitativni popis pomoci pravdepodobny a nepravdepodobny. Synonymy mohou byt pro

23



Elementary Mathematics Education Journal 2020, Vol. 2, No. 1
ISSN 2694-8133

pravdépodobny (resp. nepravdépodobny) Nastane to s (pomérne) velkou pravdépodobnosti.
Ocekava se, zZe to nastane. Spise to nastane. apod. (resp. S (pomerné) velkou jistotou to
nenastane. Neocekava se, Ze to nastane. Spise to nenastane.). Vypoveédi o pravdépodobnostech
jsou piedpovédi (prognézy, odhady, domnénky) o budoucich vysledcich, kterymi zaci vyjadii,
do jaké miry ocekavaji ,nastoupeni” daného vysledku. Zdavodnit zvolené subjektivni
kvalitativni hodnoceni pravdépodobnosti 1ze odkazem na zkuSenosti ¢i znalosti o vEtsi skupiné
stejnych objektd, jak vysvétluje piiklad, ve kterém se oznaci vypoved Je mozné, Ze zajic
doskoci dal nez morce. jako pravdépodobna, nebot spiSe nastane, vypovéd plati pro vétSinu
zajicli, zatimco vypoveéd Je mozné, Ze morce doskoci dal nez zajic. se ohodnoti jako
nepravdépodobna, nebot’ nastane jen ziidka. Sill a Kurtzmann (2019, s. 80) nedoporucuji
uzivat formulaci Jak (Do jaké miry) pravdépodobné je, Ze...?, nebot’ zaci znaji odpovédi jen
pravdépodobny a nepravdepodobny, a tak otazka ztraci smysl.

Uloha 1. Zakiizkuj. Dité prijede do Skoly kocdrem. D Pravdépodobné. D Nepravdépodobné.
Uloha 2. Zakiizkuj. Dité hdzi micem do kose. D Pravdépodobné. D Nepravdépodobné.?*
Uloha 3. Vyber. Lev vyhraje nad slonem v pretahovdni pomoci lana.

A. Pravdépodobné. B. Nepravdépodobné.

Na misto spise pravdépodobny se pokouseli Sill a Kurtzmann pouzivat se zadky ve vyuce
spojeni vice pravdépodobny, ale ukazalo se, ze pro vétSinu zakl byla sice nova formulace
srozumitelnd, avSak ne pro vSechny. Podobn¢ tomu bylo u formulace méné pravdépodobny.
Zkusenosti z vyuky nakonec potvrdily, ze postacuje pro porovnani a popis pravdépodobnosti
vyraz pravdépodobnéjsi.

4.1.4 Znazornéni pravdépodobnosti na Skale

DalSim krokem je vyznaCovani (subjektivniho odhadu) pravdépodobnosti na tzv.
pravdépodobnostni  §kéale.”> Pravdépodobnostni $kéla (také pruh, pas, nekdy také
pravdépodobnostni barometr) je linearni ohraniceny utvar, jehoz geometrickym modelem je
useCka (v ptipad¢ pruhu by to byl rovinny omezeny utvar, jehoz geometrickym modelem by
byl obdélnik). Jako vhodna reprezentace Skaly se Sill a Kurtzmann (2019, s. 81) osvédcilo
pouzit pravitko délky 30 cm a pro vyznaleni zvolené hodnoty pravdépodobnosti velkou
kancelafskou sponku nebo pradelnik kolicek, kterym lze snadno posouvat a polohu ménit.
K vyrob¢ skaly lze pouzit také pruh tvrdého kartonu ¢i ji jen nakreslit na tabuli. Pfi znazornéni
Skaly do seSitu se upfednostituje vertikalné umisténd Skala, coZ ma vyhodu i pro pozdé;si
znézornéni rozdéleni pravdépodobnosti. Jednim modelem Skaly byl i tzv. pravdépodobnostni
7ebiik se zabou, ktera vyuziva mytu o tom, Ze Zaba pozici na zebiicku predpovida pocasi. Skala
jako zebiik je jakousi diskrétni*® §kalou, kde jsou k volbé pouze body §kéaly vymezené ptickami
zebiiku (samoziejmé bez udané kvantifikace). Skaly se pozdéji doplituji riznymi pomocnymi
vypoveéd'mi, jako napt. jisty, pravdepodobny, nepravdépodobny a nemozny a dale To se stane
ziidkakdy. To se nemiize stat. To se stane v kazdém pripadé. a To se stane casto. Na
pravdépodobnostni Skalu doporucuji Sill a Kurtzmann (2019, s. 84) vyznacovat hodnotu
pravdépodobnosti kiizkem, v nékterych ulohdch se misto kiiZku objevuje napt. znak pro
smajlik nebo Sipka ukazatele.

Prvni dvé€ tlohy jsou formalni, dalsi tematicky Cerpaji ze Zivota zaku. (Sill, Kreutzmann
2019, s. 84, 85)

24 K uloze je pfipojen obrazek, na kterém dit€ hazi mi¢ do basketbalového kose. Ko§ je vSak umistén na druhé
stran€ zdi, kam dité nevidi.

25 Jako prvni pouzil tento termin mad’arsky matematik Tamas Varga v roce 1972.

26 Pfidavné jméno ,,diskrétni“ zde neni uZito ve vyznamu celogiselny, nybrz ve vyznamu ,,nespojity, nabyvajici
jen urcitych hodnot z intervalu®.
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Uloha 1. K dané pravdépodobnostni skdle s vyznacenou hodnotou pravdépodobnosti prifad’
spravnou slovni charakteristiku: jisty, nepravdépodobny, nemozny, pravdépodobny.
Uloha 2. Na pravdépodobnostni $kdlu vyznaé kiizkem hodnotu pravdépodobnosti vysledku,
ktery byl oznacen jako pravdépodobny, jisty, nemozny, nepravdépodobny.
Uloha 3. Kdyz prsi a soucasné sviti slunce, uvidim duhu. Doplii: A. To je..., protoze...
B. Zajici Zerou radi travu. To je..., protoze...
Uloha 4. Zkontroluj, jestli je pravdépodobnost spravné vyznacena. Pokud ne, vylepsi!
Pri bource jsou blesky a hromy. A. Souhlasi. B. Nesouhlasi. Proc? ...
Na podzim opadaji listy z nasich stromu. A. Souhlasi. B. Nesouhlasi. Proc? ...
Uloha 5. Jisté, pravdépodobné nebo nemozné? Jak to vidis ty? Poloz pokazdé tuzku na pruh
pravdépodobnosti. Srovnej s kamaradem.
Uloha za¢in4 obrazkem (Obrazek 1) a v nasledujici tabulce Zaci piimo kvalitativng
ohodnocuji pravdépodobnost urcitych jevl v riznych oblastech:
Ve skole: Sport je nejlepsi skolni predmeét. Vsichni zaci spocitaji 597 : 7 sprdavné.
Veétsina zaku spocita 99 — 50 spravneé. Z matematiky dostanu dvojku.
V oblasti Pocasi: Zitra bude hezké pocasi. O Vanocich bude urcité snih. V zimé
bude urcite snih. Sakra! Prsi uz tri dny! Pri hazeni kostkou: Nikdy se nepodari
hodit trikrat po sobé cislo 6. Ted hodim cislo 7. Kdyz si to budu hodné prat, hodim
cislo 6. Cislo 6 nehodim bohuzel tak casto jako cislo 1.
(Nussknacker, 2. tiida, 2014, s. 34)

TR ) v - PR
Matematika ¥ ’{‘ N N Takze, podle Jatovidim
nés vdzy bavi. WL/ \? mé takhle. takto. L=
:./5,\ V// s - .

A

(4 Sy

( n‘er;—oiné./:‘.nepra;idé- pravdé- | i ."—‘\
-:i— —podotné " podobné :

Obrazek 1. Motivacni obrazek ke kvalitativnimu ohodnoceni pravdépodobnosti pii pouZiti
pravdépodobnostni skaly (Zdroj obrazku: Nussknacker 2014, s. 34, pteklad — autor piispévku)

Po zavedeni kvantifikace pravdépodobnosti v podobé zlomku nebo desetinného cisla se ve
vysSich tfidach Skala rozsifuje na uzavieny (redlny) interval, jehoz krajnim bodim jsou
pfifazena Cisla 0 a 1 jako mezni hodnoty pravdépodobnosti. Cisly mezi 0 a 0,5 je ohraniéen
dil¢i interval pro mdlo pravdépodobné jevy, ¢isla 0,5 a 1 jsou mezemi intervalu pro jev spise
pravdepodobny. Hodnoty lezici blizko 0 signalizuji stupen jistoty velmi nepravdépodobny,
hodnoty blizké &islu 1 pak vyjadiuji stupen jistoty velmi pravdépodobny. Casto se také uziva
spojeni malda, stiedni a velkd (vysokad) pravdépodobnost. Oznaceni stiedu pravdépodobnostni
skaly je na prvnim stupni 1 : 1 nebo fifty-fifty, ¢imz se vyjadfuje stejna mira ocekavani (Sance),
ze vysledek nastane ¢i nenastane. Kazdému bodu pravdépodobnostni §kaly tak mizeme ptitadit
urcity subjektivni stupei jistoty (stupenn ditvéry) v jeho ,,nastani”.

4.1.5 Zkoumani vlivu podminek procesu na pravdépodobnost vysledki

Pravdépodobnost vysledku zavisi na podminkéch, za kterych proces probihd, napf. na
vysledny ¢as b&hu na 60 m ma vliv aktudlni zdravotni a duSevni stav sportovce, na jeho
bézeckych dovednostech, na vétrnych podminkach a jist¢ na mnoha dalSich okolnostech. Pro
sportovce po intenzivnim bézeckém tréninku je vyhra pravdépodobnéjsi nez pro sportovce bez
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fadné pripravy. Zvlasté u vysledkli oznacenych jako udajné nemozné rozvijeji zaci podle
zkusSenosti Sill a Kurzmann (2019, s. 87) zna¢n¢ svou fantazii a predkladaji fadu napadi, aby
nasli podminky, za kterych nenastanou odpovédi o¢ekavané ucitelem.

Uloha 1. Emil chce navstivit svou babicku. Jeho maminka rekla, Ze je pravdépodobné, e
pojede na kole. Proc to tak jeho maminka hodnoti? Najdi vhodny ditvod a vyber.
A. Emil jezdi rad na kole. B. Emilovo kolo je rozbite. C. Venku sviti slunce.
D. K babicce je to daleka cesta. E. Emil dostal kolo kK narozeninam. F. Husté prsi.
Uloha 2. Co se musi zménit?
1. Je nemozné, abych si zitra rano dal pomerancovy dzus, nebot maminka Zadny
nekoupila.
A. Co se musi zmenit, aby to bylo mozné? B. Co se musi zmenit, aby to bylo jisté?
2. Je mozné, Ze k narozeninam dostanu darek, po kterém tak touzim.
A. Co se musi zménit, aby to bylo nemozné? B. Co se musi zménit, aby to bylo jisté?
Uloha 3. Nékdo Fekl, Ze letos bude u nds o Velikonocich lezet snih. Za jakych podminek je to:
A. jisté? B. pravdepodobné? C. nepravdépodobné? D. nemozné?

4.2. Koncept propedeutiky a vyuky pravdépodobnosti ve 3. a 4. ro¢niku ZS v Némecku

podle Sill a Kurtzmann (2019)

Koncept propedeutiky pravdépodobnosti v 3. a 4. roéniku ZS navazuje ve smyslu
spiralového principu uéiva na koncept pro 1. a 2. roénik ZS piedstaveny v kapitole 4.1. Podle
Sill a Kurtzmann (2019, s. 129) koncept obsahuje nasledujici body, které dale dopliiujeme
né¢kolika poznamkami:

e Srovnavani a popis pravdépodobnosti se vztahuje na narocnéjsi procesy.

o Pozaduji se pisemna zdiivodnéni rozhodnuti o porovnani a popisech pravdépo-
dobnosti.

e Zavedou se dalsi kategorie pro kvalitativni popis a zndazornéni pravdeépodobnosti.
Popise se stied pravdépodobnostni skaly.

e Zavedou se dalsi moznosti pro interpretaci pravdeépodobnosti.

e Priklady vlivu podminek na pravdépodobnosti budou narocnéjnéjsi.

o Do wuky se zahrnou situace z oblasti her spojenych s ndahodou, jako losovani
objektii z nadoby, a budou provadény experimenty ke stochastickym procesiim. [...]

Ve 3. a 4. ro¢niku se doporu€uje obohatit kvalitativni ohodnoceni pravdépodobnosti
0 jemn¢jsi ,,stupné” predev§im ve vztahu k jejim meznim hodnotadm: témeér nemozny, velmi
nepravdépodobny, spise nepravdépodobny, spise pravdépodobny, velmi pravdepodobny,
vysoce pravdépodobny, témér jisty. Hranice mezi nimi se samoziejmé nedaji piesné
specifikovat. Oznaceni stfedu pravdépodobnostni $kaly napt. pro hod minci miize napt. byt: Je
stejné tak pravdépodobné jako nepravdépodobné, Ze padne panna.?’ Stejné tak miize padnout
panna jako orel. Vétsina zakt zna ze svého okoli a rozumi procentiim, takze mohou fict: Je na
50 % pravdeépodobné, ze padne panna. Stied skaly se autorim osvédéilo oznadit , fifty-fifty*
nebo 1 : 1, 1 kdyz oba zapisy vyjadiuji Sance, nikoliv hodnotu pravdépodobnosti. Naopak Sill
a Kurtzmann nedoporucuji oznacovat stted skaly jako stejné pravdepodobny, nebot’ toto spojeni
vyjadfuje vztah mezi dvéma vysledky, tedy né&jakou relaci: Ze padne panna, je stejné
pravdépodobné, jako Ze padne orel.

Ve 3. a 4. ro¢nicich by se mély ve vyuce pravdépodobnosti jiz objevit idealizované
stochastické situace, které hraji podstatnou roli pii modelovani ¢etnych realnych procest: hod
minci, hdzeni kostkou a losovani z urny. Zatadit je vhodné také hry vyuzivajici nahodu, jako

27 Zde je zrovna jedno, ktery z obou.
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napft. toceni kolem S§tésti. Pokusy na vSech vysSe uvedenych losovacich zafizenich lze za
stejnych podminek opakovat a hrac¢i nemohou svou vuli ovlivnit vysledek. Autofi nedoporucuji
vyuzit vysledky mnoha opakovani pokusu k nepfimému dikazu rovnosti pravdépodobnosti na
zaklad¢ Cetnosti jednotlivych vysledkl. Vysledky opakovanych hodii jsou totiz nejisté: prestoze
. . oy , 1 o owa C o
je pravdeépodobnost kazdého vysledku hodu kostkou - COZ Zaci vyjadii formulaci kazdy

vysledek je stejné pravdeépodobny (stejné mozny), nemusi na to vysledky experimentu vzdy
jednoznacné ukazovat. Nékdy bude pocet jednotlivych vysledkl piesné stejny, jindy se budou
absolutni i relativni Cetnosti jednotlivych vysledkt lisit. Relativni Cetnost slouzi tak pouze
k odhadiim pravdépodobnosti jevu a je jeji pouhou pfiibliznou hodnotou. Naopak Sill
a Kurtzmann doporucuji ke zdlivodnéni vyuzit geometrickych vlastnosti losovacich zaftizeni,
napt. pro hraci kostku: Vsech 6 stén kostky jsou shodné utvary podobné ctverci, maji stejnou
., velikost a tvar. Anebo diskusi: Proc¢ by podle tebe mél byt pri hazeni hraci kostkou hod 1
pravdeépodobnéjsi nez hod 6? Z jakych divodii by méla 1 padnout castéji nez 6?

Také se doporucuje, aby zaci misto hazeni vice kostkami opakovali hazeni stejnou kostkou
po dohodé¢, ze napt. prvni hozené ¢islo stoji na fadu desitek a druhé Cislo na fadu jednotek
kazdého z vysledki, kterymi bude dvojciferné ¢islo.

Uz u zakd 1. stupné ZS by mély byt rozvijeny dvé interpretace pravdépodobnosti: tzv.
subjektivni pravdépodobnost a objektivni pravdépodobnost. Na vysledky piirodnich dé&jh
a nadhodnych procesii ze spoleCnosti neméa c¢lovek (subjekt) vliv a proto jim piifazené
pravdépodobnosti oznacujeme jako objektivni, zatimco pravdépodobnosti vysledkl
myslenkovych procesi jsou zavislé na subjektu. Oba néhledy se propoji v pfipadech, kdyz
vyjadiujeme subjektivni hypotézy, domnénky o objektivnich pravdépodobnostech jevi.

Nadale plati snaha vyhnout se uzivani slova Sance a spojeni Sance na vyhru, a to touto
formulaci: Pro kterou z prihlednych krabic s riznym poctem zelenych a zlutych kouli je
o pojmu pravdépodobnost, k udavani ¢i odhadovani jeji hodnoty. Castou chybou podle Sill
(2013, s. 20) byva, Ze se oba pojmy, tedy pravdépodobnost a Sance nedostatecn¢ vyznamove
odli$uji. Sance O na nastani ur¢itého jevu A oznadime 0(A4)28 a jsou podilem pravdépodobnosti
»hastani“ tohoto vysledku (jevu) a pravdépodobnosti, ze tyZz vysledek (jev) nenastane:

0(4) = :1(;20. Napt. pti hodu kostkou je pravdépodobnost jevu A: ,,Padne ¢islo 1.“ P(4) = Z,

6
ale Sance na nastani jevu, ze ,,Padne Cislo 1.“ je 0(A) =%= 0,2, tj. 20 %. Blizi-li se

pravdépodobnost 1, blizi se Sance nekonecnu. Blizi-1i se pravdépodobnost 0, pak jsou Sance
nulové. Sance se nedaji znazornit na pravdépodobnostni kale. Zaci na 1. stupni Sance
nevyjadiuji Ciseln€, nepocitaji je a meli by pouzivat slovo Sance opét pouze ve slovnich
spojenich, jako napt. Mdm velkou Sanci na vyhru na kole stésti., €i pti srovnanich Na /levém
kole stesti mam vetsi Sanci na vyhru nez na druhém kole vpravo. Dobte se daji Sance urCovat
pfi praci s losovacimi zafizenimi (generatory nahody): Sance na urcity jev jsou vztahem mezi
pfiznivymi vysledky a neptiznivymi vysledky.

Ve 3. a 4. tfid€ je podle Sill a Kurtzmann (2019, s. 156) jiz také vhodné propojit vyu€ovani
statistiky a pravdépodobnosti: bud’ ze ziskanych dat mlzeme Ccinit zavéry pro
pravdépodobnosti, nebo mizeme ze znamych ¢i odhadnutych pravdépodobnosti usuzovat na
data. Tyto dovednosti rozviji autofi vhodnymi ptiklady.

28 Symbol O pouzivame podle anglického slova odds, kterému odpovida Sesky ekvivalent Sance (mn. ¢&.).
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5. Zavér

Vyuce pravdépodobnosti je na 1. stupni ZS v Némecku vénovana odbornou vefejnosti
velkd pozornost a pripisovdn rostouci vyznam, s cilem dosdhnout uplné matematické
gramotnosti zaka také na 1. stupni. V Némecku jsou pro zaky, stavajici 1 budouci ucitele
vydavany didakticky vhodné materidlni i1 elektronické materialy, které jim umoziluji se
pravdépodobnosti naplno vénovat. Zaci jsou povzbuzovani aktivizujicimi a praktickymi
vyukovymi metodami. Budovani prvotnich piedstav o pravdépodobnosti tak probihd v duchu
konstruktivistickych pfistupti ve vyucovani matematice. Cilem vyuky pravdépodobnosti na 1.
stupni némeckych ZS je predev§im intuitivné se zaky pristoupit k seznamovani (,,setkavani se*)
se zakladnimi pojmy a pracovnimi postupy, které jsou pro feSeni pravdépodobnostnich uloh
typické, provadét kvalitativni odhady pravdépodobnosti jevt (vysledkll) ndhodnych pokust a
znazornovat je na pravdépodobnostni Skale, porovnavat subjektivni odhady pravdépodobnosti
a zdtvodnit férovost & neférovost dané hry. Vyuku pravdépodobnosti na 1. stupni ZS
v Némecku povazujeme za vhodny zdroj inspirace pro zavadéni pravdépodobnosti na ¢eskych
zakladnich skolach. Promysleny koncept propedeutiky pravdépodobnosti autord Sill
a Kurtzmann (2019) Ize oznacit za inspirujici a zZakiim vstticny.
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Abstract

In 2012 experts met in Graz/Austria to formulate Information Technology (IT) and media
competences for students at primary schools. The results addressing digital competences were
finally made public on a platform named digi.komp4. The two categories in these
competences by name informatics systems (Computer‘s Inside) and concepts (informations'
representation) match with the topic of the course perfectly. The paper describes the single
steps of the teaching process in form and content. The teaching methods and the share the
students had in the single steps of the course are illustrated integratively.

Keywords: Basic Digital Education, media competences, informatics system, teaching
methods, students’ activity.

1. Population and Motivation

Approximately twenty years ago in 1998 ten years old students from the Abfalter Primary
School in Salzburg visited the department of computerscience education of the Paris-Lodron
University of Salzburg.

Figure 1. Population

Attending a special course treating an age-appropriate introduction to Computers’ inside
was the motivation for the visit. The course was designed by a special form of Problem Based
Learning (Weber, 2007), the Cognitive Apprenticeship Method. Stepwise transitions
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characterize this method. The steps extend from Modelling and Coaching to Articulation,
Reflection and Exploration via Scaffolding as intermediate step. The teacher (called Expert
or Master) moves back from the teaching process gradually whereas the students (called
Novice) play an increasing part in the process.

2. Computer’s Inside: How do Computers communicate?

The answers to this specific initial question are given in the following four categories
of Information Technology and Media Competences.
These categories will be phrased as activities or strategies following the concept of
Fundamental Ideas in Mathematics which are characterized ...

... as bundle of strategies or activities, strategies or techniques, which ...
(1) ... can be identified in the development of mathematics from a historical point of view.
(2) ... appears sustainable to order courses of instruction vertically.
(3) ... turns up appropriate to speak about mathematics.
(4) ... makes courses in mathematics flexible and transparent.
(5) ... owns a corresponding linguistic and enactive archetype in languages and everyday
thinking. (Schweiger, 2010, p. 12, 13)

Additionally the following categories show the different dimensions of Fundamental Ideas
expressed by Andreas Schwill (1993):

The Horizontal Dimension is described by Schwill as thinking principle with “... an
widespread applicabilty in multiple areas, an they integrate and put the multitude of
phenomena in order ...”.

‘idea

area of application

The Vertical Dimension is described by Schwill as thinking principle that ... structures the
contents within an application vertically ...” which means “... fundamental ideas can be
communicated at nearly any arbitrary level (from primary level students to University level

students) successfully ...”.
idea

—é— high level

mental level .

low level

area-of application



Elementary Mathematics Education Journal 2020, Vol. 2, No. 1
ISSN 2694-8133

Following Schwill’s list of fundamental ideas as thinking principles they needn’t only have
wideness expressed as Horizontal Dimension and richness expressed as Vertical
Dimension but “... must have ... an anchorage in day-by-day thinking, ... and own ...
realms of life relevance ...”. This attribute is labeled by Criterion of Sense.

Finally the thinking principles must own a historical dimension. Schwill expresses this
characteristic as Criterion of Time.

Category 1: Using Information Technology

Category 2: Exchanging data using the Man-Machine Interface
Category 3: Communicating

Category 4: Representing and structuring data

2.1 Category 3 & 4: Teaching Process

According the Cognitive Apprenticeship method the first step of the teaching process was
frontal in an ex-cathedra head-on presentation (Meyer 1987). The discussion of the topics
Communicating, Representing and structuring data was motivated by tying in with the
students’ preknowledges of Natural numbers N. The students were surprisingly busy with
only two digits (0 and 1) instead of ten digits (0, 1, .. 9) of N which they were familiar with in
the steps of Modelling and Coaching.

For the purpose namely to transform numbers of the common form into the new binary
form they had to cope with division with remainder as an operating strategy. The following
statements out of the model M4 (intersection of primary level (4" level) and secondary level)
for Primary Schools in mathematics in Austria legitimate the handling of this operation with
primary school students:

Competences concerning Modelling
The students can undertake arithmetical operations and techniques.

Competences concerning Communicating
The students are able to keep hold of their approaches in appropriate forms of
representation.

Competences concerning contents (Operating)

The students have insights into the nature of arithmetic operations at one’s disposal.
(https://www.bifie.at/wp-content/uploads/2017/06/Deskriptoren BiSt M4.pdf-call
31% of October 2020)

Concerning the content Figure 2 will document the structured representation at the blackboard
given by the teacher.

93 - 2= 46R:1
46 - 2= 23R:0
23 - 2= 11R:1
11 - 2= 5R:1
5 7 2= ZRE]
2 : 2= 1R:0
1: 2= OR:1

Figure 2. Structured representation of a division with remainder applied to 93
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Analysing the division of 93 stepwise finally leads to the binary number 1011101. To
gain the correct result the students must be aware of the bottom up strategy in their analysis.

The addition of binary numbers was picked out in analogy to the addition of natural numbers
in this presentation by the teacher. The students had to pay attention to the fact that they can
only resort to two digits when adding binary numbers: 0 +0=0,0+1=1and1+0=1
(each with no carry forward) but 1 + 1 = 0 (with 1 carry forward).

The students transformed natural numbers given by the teacher into binary coded numbers
and generated sums of these numbers manually in the subsequent Scaffolding step.

2.2 Category 1 and 2: Teaching process

Approximately 45 minutes later the students moved on to the computer room. There they
unionised in groups for the exercise collaborating phase (Naase 2013). The request of the
following steps of Articulation, Reflection and Exploration in this phase was practice on
behalf of recapitulation, application and memorizing. (Ambrus, 2003)

For these steps Javascript applications were prepared. One application named binary
calculator carries out the transformation from decimal to binary numbers, the second one
binary_calculator_sum was programmed to add binary numbers. The categories Man-
Machine Interface and Communicating of the competence model come to the fore. The
applications were used to fulfill and to validate the results of the operations discussed in the
teaching process before with the help of computers.

In these final steps the students were talking among each other about the techniques for
solving the problems a lot. Clearly the acoustic level increased as expected. This signal for
a higher communication competence was very welcomed as communication is a category in
numerous competence models of IT (Fuchs & Landerer, 2005) and it is expressed in M4 as
mentioned before.

Subsequently the contents in this phase of the teaching process will be illustrated by the
prototypical use of the applications.

Prototypical use-Application binary_calculator

Starting the application the computer displays a window where the students can enter the
decimal number which should be transformed into binary representation.

decimal number

Figure 3. Input Windows (decimal number) application binary_calculator
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The decimal number 233 is entered exemplarily.

decimal number

233 X

Figure 4. Decimal number 233 entered in binary_calculator

The application answers with binary number 11101001.

Prototypical use-Application binary_calculator_sum

When starting the second application the screen looks as follows.

first decimal summand

102 X

Figure 5. First decimal summand 102 entered in binary_calculator_sum

second decimal summand

54 >4

Figure 6. Second decimal summand 54 entered in binary_calculator_sum

The application answers with the whole addition in binary representation including the
summands and the sum:

1100110+110110=10011100.
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3. Observations and Perspektive

e The long-standing interest and motivation of the students argued for the attractiveness
of the chosen topic.

e The Cognitive Apprendice Method with its steps appeared as approriate approach for
achieving the intended goals.

¢ A meaningful perspective for pressing ahead this theme might be to discuss the binary
coding of characters (ASCII Code)
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Abstrakt

Cilem kvalitativné orientované¢ho vyzkumu bylo analyzovat soubor zpracovanych aktivit
vhodnych k zatazeni do profesniho portfolia z pohledu vyuziti jeho potencionélu k rozvoji
matematické pregramotnosti déti. Vyzkum byl realizovin metodou hospitaéniho
videozaznamu na tfech matefskych Skolach v brnénském regionu skupinou studentek
ucitelstvi pro matefské Skoly na Pedagogické fakult¢ MU v akademickém roce 2018/19.
Ukézalo se, ze 1 ve zdanlivé jednoduSe zkonstruovanych ulohach inspirovanych literarnim
textem lze pfi peclivé ptipravé a po jeji diikladné reflexi s vyuzitim metodiky AAA (anotace —
analyza — alterace) rozpoznat a vyuzit fadu podnéta pro rozvijeni détskych dispozic.

Kli¢ova slova: portfolio, reflexe, profesni kompetence ucitelti matefskych skol, matematicka
pregramotnost

CONTRIBUTION TO CREATION OF PROFESSIONAL PORTFOLIO
OF PROSPECTIVE KINDERGARTEN TEACHERS: ACTIVITIES
DEVELOPING MATHEMATICAL PRE-LITERACY

Abstract

The aim of the qualitative research was to analyze a set of realized activities considered
appropriate for inclusion in professional portfolio from the perspective of its potential for
developing mathematical pre-literacy of children. The research was realized based on video
recordings from three kindergartens in Brno region and elaborated by a group of prospective
kindergarten teachers, students of the Faculty of Education of Masaryk University in the
academic year 2018/2019. The outcomes of the research proved that even seemingly simple
tasks inspired by a literary text may be utilized for identification and application of stimulus
for development of children’s dispositions, when approached thoroughly using the AAA
methodology (annotation — analysis — alteration).

Keywords: portfolio, reflection, professional competence of kindergarten teachers,
mathematical pre-literacy

1. Uvod

Profesni identita ucitele matetské Skoly ma fadu aspektli, ¢innosti ucitele matefské skoly
predstavuji Sirokou paletu riznorodych aktivit. Tomu odpovida rovnéz vyrazné multioborovy
charakter jeho profesni pfipravy. Kvalifikaci pro profesi ucitele matetské Skoly lze ziskat
sttedoskolskym, vys§im odbornym nebo vysokoSkolskym studiem. Pedagogické fakulty
pfipravujici budouci ucitele pro matefské skoly v bakalafském studijnim oboru ucitelstvi pro
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matefské Skoly hledaji cesty, jak pripravné vzdélavani zefektivnit. Jednou z cest je dusledné
propojovani teorie a praxe, a to jak ve slozce pedagogicko-psychologické, tak oborové
didaktické. V konkrétni roviné to znamena piijeti teze o profesnim rozvoji studenta jako
procesu jeho ziskavani zkuSenosti s praktickym vzdélavanim v matetskych Skolach. Ve
vysokoskolské vyuce stavime na prekonceptech studentli, nebot’ ty formuji jejich pohled na
edukacéni realitu. Prekoncepty byvaji spojovany se zkuSenosti, kterou studenti s matetskou
Skolou maji; jejich znalost se stavd vychodiskem zkuSenostniho ufeni a sméiuje také
k posileni reflexe vyuky na akademické pide. Za vyznamnou soucast reflektivné pojatého
vzdélavani je povazovana tvorba profesniho portfolia.

2. Teoreticka vychodiska

Uzivanym modelem piipravy ucitelii nejen matetskych skol se stava model ucitele jako
reflektivniho praktika (Schon, 1987; Wubbels & Korthagen, 1990). Ptiklanime se k pojeti
reflexe, kterd vychazi z konstruktivistické epistemologie v kontextu konstruktivistické kultury
vyucovani a uceni, vniZ je osvojovani znalosti zpravidla spojeno s reflexi praktické
zkuSenosti (Janik et al., 2013; Pihlaja & Holst, 2013; Hsueh & Tobin, 2003).

V naSem pojeti vyzkumu je néstrojem pro uplatnéni reflektivni vyuky metoda
hospitacniho videozdznamu. Vychdzime z nazoru Janika a kol. (2013), Ze pfidand hodnota
videa spo¢ivd v moznosti zachytit situace z vyuky v jejich komplexnosti a vyuZit je pro
nasledné diskuse pii zachovani jejich autenticity; Ze analyza videostudie jako soucast
reflektivni praxe ma pfispivat k rozvoji profesni kompetence ucitele. Profesni ¢innosti ucitelt
matefskych Skol maji osobity charakter dany specifi¢nosti v€ku déti, se kterymi pracuji.
V zahrani¢ni literatufe se zdaraznuje napiiklad schopnost uditele vytvaret multidisciplinarni
ucebni prostfedi (Pramling & Pramling Samuelsson, 2011), schopnost integrovat hru a uceni
(Pramling Samuelsson & Carlsson, 2008) a vést partnerskou a podporujici interakei s détmi
(Howes et al., 2003). VSechny uvedené schopnosti Ize uplatnit pii reflektivni analyze aktivit,
obsahové zaméfenych k rozvoji matematické pregramotnosti' déti cilenych k uplatnéni pfi
tvorbé profesniho portfolia.

Tvorba profesniho portfolia je povaZzovana za vyznamnou soucast reflektivné pojatého
vzdélavani (Syslova et al., 2018). V poslednich desetiletich se portfolio ve vzdélavani obecné
1 ve vzdélavani ucitell stalo celosvétovym fenoménem. Pojeti portfolia stejné jako zpisoby
jeho implementace do vzdélavaci praxe vSak nabyvaji nejriiznéjSich forem. Dysthe a Engelsen
(2011) poukazuji na diverzitu modelll i1 praktik implementace portfolia na narodnich
1 mezinarodnich urovnich. Portfolio je povazovano za flexibilni a autenticky nastroj pro
rozvoj 1 hodnoceni profesni kompetence (Darling-Hammond & Snyder, 2000). Jak uvadi
Tomkova (2018, s. 215), umoziiuje prace s profesnim portfoliem ,propojovat nejen
pedagogickou teorii s praxi, ale téZ obecné¢ pedagogickd a didaktickd, oborova a oborovée
didaktickd 1 dalsi obecné kultivujici témata a otazky“. Ve vzd€lavani ucitelti se jedna
o portfolio vyvojové (developmental, n¢kdy také process portfolio), které dokumentuje
profesni rozvoj studenta, jinymi slovy odpovida spiSe na otazku ,,Kym se stavam a jak?* nez
na otazku ,, Kdo jsem?“ (Wyatt & Looper, 1999, s. 14). Casto aZ teprve po nastupu do praxe si
zaCinajici ucitel v plné mife uvédomuje narocnost a komplexni charakter povolani ucitele
matetské Skoly, coz néktefi autofi popisuji jako ,,profesni naraz* nebo ,,Sok z reality” (Keiny
& Dreyfus, 1989).

! Za matematickou pregramotnost povaZujeme soubor postupné se rozvijejicich pfedpokladii pro matematiku
u déti v dobé pted vstupem do Skoly; komplex schopnosti, dovednosti, postoji a hodnot potfebnych pro zahéjeni
a uspésné rozvijeni matematické gramotnosti i jejimu uzivani v riznych individualnich a socidlnich kontextech
(Novakova & Novak, 2019).
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3. Metodologie vyzkumu
Nas kvalitativné orientovany vyzkum byl zaméfen na tvorbu jedné komponenty
profesniho portfolia studentl ucitelstvi pro matetské skoly. Jeho cilem bylo
e zpracovat soubor aktivit vhodnych k zatazeni do profesniho portfolia,
e nasledné jej s vyuzitim videostudie analyzovat z pohledu vyuziti jeho potencionalu
k rozvoji matematické pregramotnosti déti.

Formulovali jsme dvé vyzkumné otazky:
1) Lze aktivity rozvijejici matematickou pregramotnost vhodné uplatnit pfi tvorbé
profesniho portfolia budoucich ucitelti pro matetfské Skoly?
2) Mize byt k analyze aktivit rozvijejicich matematickou pregramotnost déti v matetské
Skole vyuzito metodiky AAA?

Vyzkum byl realizovdn na tfech matefskych Skolach v brnénském regionu. Projekt
vyzkumu byl pfipraven akademickym pracovnikem po dohodé se zkuSenymi ucitelkami,
uskuteénén byl skupinou dvanécti studentek oboru ucitelstvi pro matetské Skoly na
Pedagogické fakult¢ MU. Pronase pojeti vyzkumu bylo podstatné uplatnéni reflexe
s vyuzitim hospita¢niho videozaznamu. Nechali jsme se inspirovat metodikou AAA: anotace —
analyza — alterace (Slavik, J. et al, 2012), jejimz podstatnym znakem je stejn¢ jako naptiklad
u modelu ALACT (Korthagen et al., 2011) ptekryvani procesu reflexe s procesem
zkuSenostniho uceni.

Podobu uplatnéné metodiky AAA jsme vzhledem k charakteru Setfeni (studentky
s malymi zkuSenostmi z vyukovych situaci, vék déti, specifické prostfedi matetské Skoly)
modifikovali do nasledujici podoby (srov. Svejnohovéa & Slavikova, 2016):

(1) Anotace — popis situace/pripravené aktivity; formulace problému a oekdvaného prib&hu.

(2) Analyza — vyznamovy a logicky rozbor obsahu a cilii v kontextu oboru, odkud je uloha
odvozena, tj. oblasti matematické pregramotnosti. Vyhodnoceni, vyklad didaktického
postupu na zékladé védomého ohlédnuti za pribehem aktivity.

(3) Alterace — navrh zlepSujici alterace (,,Dalo by se to udélat jinak?*) s ohledem na feseny
problém a vyzkouseni vredlné cinnosti. Snahou je podpofit rozvoj reflektivnich
dovednosti studentky.

Pii ptipravé vlastniho vyzkumu byla studentkam nejprve prostfednictvim videozaznamu
zprostiedkovana jedna konkrétni vyukova aktivita, realizovana zkuSenou ucitelkou v readlném
prostfedi matetské Skoly se skupinou déti ptedskolniho véku. Vychozi video bylo spolecné
reflektovano ve vyuce. V této hospitacni fazi studentky sledovaly vyuku a zaznamenavaly jeji
obsah, zasadni ¢innosti u€itele a déti ve vztahu k predpoklddanému osvojovani uciva a rozvoji
kli¢ovych kompetenci. Smyslem spole¢né detailni analyzy videa bylo piedevs§im to, aby se
studentky ucily ,vidét“ a ,pojmenovat“ souvislosti jednotlivych aktivit s rozvojem
matematické pregramotnosti. Tim se jim nabizi urity ,vzor® pro reflexi vlastnich
videonahravek. Na zdklad¢ reflektovaného videozdznamu mély pfipravit a uskutecnit
v prosttedi konkrétni matetské skoly vyukovou aktivitu, z niz bude potizen videozaznam jako
vychodisko nasledné analyzy.

V ptipravné fazi vyzkumu bylo tfeba rozhodnout o vybéru konkrétnich aktivit
zaméfenych na rozvijeni matematické pregramotnosti a organizaci vyzkumu (planované
terminy uskute¢néni po dohod& vSech tfi aktérl — akademického pracovnika, ucitelky,
studentky, a konkrétni zpusob realizace s vyuzitim videozaznamu). Jako témata aktivit byly
zvoleny oblasti matematické pregramotnosti nejCastéji preferované ucitelkami matetské
Skoly?: pred¢iselné a geometrické predstavy.

2 V dotaznikovém Setieni Novakové a Novéaka (2019) preferuje ve své praci oblast predéiselnych piedstav 93,1
% a geometrickych predstav 96,2 % dotazovanych ucitelti matefskych skol.

37



Elementary Mathematics Education Journal 2020, Vol. 2, No. 1
ISSN 2694-8133

4. Vysledky vyzkumu

V nasem clanku uvadime jednu ukdzku vyzkumné aktivity, kterou uskutecnila studentka
oboru ugitelstvi pro matefské skoly, spoluautorka ¢lanku Kristyna®. Vychozim prvkem tématu
je postizeni souvislosti mezi ¢tendiskou a matematickou pregramotnosti a vhodné didaktické
vyuziti uvedené souvislosti jako jednotného celku (Novakova & Novékova, 2019). Tim
akcentujeme jednak komplexnost (mezioborovost) détskych ¢innosti v matetské Skole, ale
zejména zivotni realitu déti 1 dospélych. Problematika zietelné souvisi s rozvojem jazykovych
kompetenci a feci ditéte. Pfi osvojovani si jazyka se rozviji proces abstrakce, coz povazuje
respektovat zkuSenosti ditéte, vychézet z jeho intuitivniho vnimani okolniho svéta, kdy dité
vnimé objekt tak, ¢ mu pfipomina konkrétni pfedmét, se kterym se jiz setkal. Rikame, Ze
vyuzivame redlné reprezentace daného tvaru, popf. télesa. Je zddouci, aby takovych realnych
reprezentaci dit€¢ poznalo co nejvice, aby nabidka byla pestra. Tyto zkuSenosti si déti mohou
predavat mezi sebou navzajem, ¢imz obohacuji svou slovni zdsobu o pojmy, s nimiz se dosud
nesetkaly. Vyrazy, které vyuzivame, v§ak nemohou pfedbihat mentélni zralost ditéte, pfestoze
maji kultivovat jeho jazyk a postupné ho rozsifovat. Jazyk matematiky by mél byt stale
pfiméfeny prirozenému jazyku ditéte. LisSkova (2014) pfipomind, ze vzdélavani v predskolnim
véku nemuze byt zatizeno nemistnym verbalismem, ze jazyk matematiky nemuze byt pro dité
striktné precizni, naopak Mmusi respektovat zkuSenosti ditéte, vychazet zjeho intuitivniho
vnimani okolniho svéta, kdy dité vnima objekt tak, ze mu pfipomina konkrétni predmét, se
kterym se jiz setkalo.

To se zteteln¢ potvrdilo v nasem vyzkumu. Vyuziti literarniho textu jako vychoziho bodu
pro praci déti nema pouze motivacni Ulohu, ale je rozvinuto do dalSich aktivit a ¢innosti
zaméfenych na rozvoj matematické pregramotnosti.

4.1 Vyuziti literarniho textu pro rozvoj matematické pregramotnosti

Kristyna sestavila ,,zasobnik* deseti aktivit, které vychazely z basnické sbirky Aprilova
§kola od Jittho Zacka. Uskuteénila je v lednu 2019 v matefské $kole v Brné, zigastnilo se
devét déti predSkolniho véku (Sest chlapcii a tii divky). Do naseho ¢lanku jsme zatadili dvé
z aktivit, inspirované basnickami Psi Zivot a Bubliny.

Psi Zivot

Chudacci!

Kdo?

No podivej se na psy —
nemaji zadné Saty,

tudiz ani kapsy,

nemohou s sebou nosit venku
kapesnik,

klice

ani penézenku.

A tak si Fika kazdy pes:

- Je to psi Zivot bez kapes.

3 V ukazkéach aktivit jsou pouzity s vyslovnym svolenim autorky citace z bakalatské prace Novakova, K. (2019).

Vyuziti literdrniho textu pro rozvoj predmatematické gramotnosti u déti ptedskolniho veku. Bakaldrska prace.
Brno: Pedagogicka fakulta MU.
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Kristyna po piecteni textu situaci vymodelovala s vyuzitim pfipravenych predméti: tii
barevné odlisni plySovi psi (zlaty, ¢erny, bily), kapesnik, kli¢e, pen¢zenka. Podivejme se na
prab¢h aktivity podrobnéji, vyklad bude veden z pohledu studentky.

Vychozi situace (anotace): Protoze psi nemaji kalhoty s kapsami, mize kazdy z nich
nést v zubech jen jednu véc. Mame tady tfi pejsky, kapesnik, klice a penézenku. Kazdy pes
nese v zubech prave jednu ze zminénych véci. K vyfeseni tloh a) — d) mély déti k dispozici
predméty, se kterymi mohly manipulovat a simulovat tak zaddni. Informace (podminky
ulohy) a otazky byly sdéleny vicekrat a pomalu.

a) Zlaty pes nese klice. Penézenku ma v zubech bily pes. Kdo nese kapesnik? — Urcit, kdo nese
kapesnik, kdyz zlaty pes nese klice a pen¢Zenku ma v zubech bily pes.

Po ptecteni prvniho ukolu se hned zacali hlasit Radim, Jakub, Monika, Emma a Jifi. Jakub
s Emmou vykfikli, Ze se jednd o ¢erného psa. Aniz bych zareagovala na spravnost odpovédi,
upozornila jsem je, ze se maji hlasit. Protoze se nehlasili vSichni, zadani jsem piecetla znovu
a zndzornila na donesenych ptedmétech. Poté uz se hlasili vSichni a jejich odpovéd byla
spravna: ,,Cerny pes.”

b) Cerny pes nese penézenku. Co miize nést zlaty? — Uréit, co miize nést zlaty, kdyz Serny pes
nese pen¢zenku.

U druhého ukolu jsem opét po piecteni zadani dala détem cCas na promysleni odpovédi.
Okamzité¢ se zacali hlasit vSichni kromé Moniky. Aby si 1 Monika byla jistd spravnou
odpovédi, zadani jsem zopakovala. Sdélila mi, ze zlaty pes mize nést klic. Na dotaz, zda
muze nést pouze kli¢, ostatni spravné zareagovali, Ze mlze nést klice, nebo kapesnik.

¢) Bily nenese klice. Co nese cerny, kdyz zlaty nese kapesnik? — Urcit, co nese Cerny pes, kdyz
bily nenese kli¢ a zlaty nese kapesnik.

Po ptecteni tietiho tkolu jsem vyzvala Radima, aby se ujal pfifazovani a zopakovala jsem
prvni vétu: ,,Bily nenese kli€.” A zeptala se, kdo tedy ty kli¢e nese. Radim zavéhal mezi
cernym a zlatym psem. Do diskuze vstoupil Jakub, ktery si stal za odpovédi ,.Cerny”
a upozornil na informaci v druhé vété, kterou jsem zatim neopakovala. Z toho je ziejmé, Ze po
jediném piecteni mél jasno a nezmatla ho ani nasledujici debata. K jeho nazoru se ptidali
1 Emma s Jifim. Polozila jsem dotaz, zda informace, Ze kli¢ nese ¢erny pes, vyplyva z prvni
véty: ,,Bily nenese kli¢.” Z jednéani ostatnich kromé Jakuba bylo ziejmé, Ze védéli, Ze klice
nese bud’ ¢erny, nebo zlaty pes, ale méli tendenci mezi nimi rozhodnout 1 na zdklad¢ netplné
informace.

d) Zlaty nenese ani klice ani penézenku. Bily nenese penezenku. Co nese zlaty, cerny a bily
pes? — Ur¢it, ktery pes nese ktery predmét, kdyz zlaty nenese ani kli¢e ani penéZenku a bily
nenese penézenku.

Kdyz jsem ptecetla prvni vétu dalSiho ukolu: ,,Zlaty nenese ani klice ani penézenku” Jakub
pohotové reagoval: ,,Takze bude asi nyst ten kapesnik.” K jeho reakci se okamzité vSichni
pridali a po precteni zbytku tkolu méli vSichni jasno.

Vychozim momentem analyzy jako dalSiho kroku v metodice AAA je vyznamovy
a logicky rozbor obsahu a cili v kontextu oboru, odkud je iloha odvozena (Slavik, J. et al,
2012). V nasi aktivité je timto cilem rozvijet tvorivé a (pre)logické mysleni* a spolu s tim

4 Vystiznou charakteristiku tohoto pojmu v kontextu celkového rozvoje osobnosti piedskolniho ditéte podava
Kaslova (2015).
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elementy matematické pregramotnosti. CtyFi zadani tilohy typu ,zebra‘ s gradujici
obtiznosti byly narocné na porozumeni a pochopeni logickych vyrokii. V aktivité Kristyny byl
uvedeny typ ulohy pouzity v nejjednodussi podob¢, se dvéma nebo tfemi skupinami objekth
bez negace — zadani a), b), ale také s negaci — zadani c), d). Reseni podobnych situaci se
netyka pouze matematiky, ale uplatiiuje se pii kazdém racionalnim postupu a pii kazdé snaze
se 0 nécem uceln¢ dorozumét, kdyz se propojuji logické operace s procesem soucinnosti mezi
lidmi. Pii analyze a vyhodnocovani jsme vychazeli z obecného predpokladu, ze cilem tlohy je
naucit déti v Sirokém smyslu slova porozumeét ur€ité ¢innosti. Nejen néco udélat, ale umét se
v ¢innosti podle svych moznosti orientovat, aby se s nékym dorozumély o tom, co délaji, aby
to mohly vysveétlovat, a aby umély do potiebné miry zdivodnovat svij postup (pro¢ to délam
tak, a ne jinak). Soucasn¢ by ¢innost méla déti zaujmout, motivovat.

Uloha po détech vyzadovala

a) Pozorn¢ vnimat jednotlivé informace o objektech vystupujicich v tloze na zékladé
piecteného textu.

b) Spravné pfifadit na zdklad€ dostatecného poctu informaci jednotlivé predméty denni
potfeby ke psim rtizné barvy, v pfipadé potieby s vyuzitim manipulace s predméty.

Z matematického hlediska (Kaslova, 2010) se jednd o pfifazeni prvki dvou riiznych
soubort na zakladé vzajemné jednoznac¢ného zobrazeni ve smyslu objekt <> objekt (pes urcité
barvy < ptfedmét, které nese v zubech).

Po provedené analyze pristoupila studentka k dal$imu kroku (alteraci vychozi situace).
Ukoly a) — d) déti zvladly samostatné nebo s dopomoci dospélého po opakovaném vysvétlen.
Proto pfistoupila ke zvySeni naro¢nosti ukolu. Kdyz se presvédcila, ze déti pochopily strategii
zadéavani a feSeni uloh, dala jim mozZnost vymyslet zadani pro ostatni:

Chtel by meé néekdo vystridat a vymyslet zadani misto me? — Vymyslet smysluplné
a jednoznacné zadani tkolu pro ostatni.

Vymysleni ukolu se jako prvni zhostila Emma: ,,Cerny nenese penézenku.” Ostatni se
thned shodli, Ze ¢erny pes muze nést kapesnik, nebo klic. Emma po mém pobidnuti doplnila
zadani: ,,Zlaty nese kapesnik.” Jakub okamzité situaci zhodnotil bez toho, aby ji nékdo
modeloval na redlnych pfedmétech: ,,TakZe cerny bude mit klice.”

S Emmou se vystiidal Jifi a diktoval: ,,Zlaty nenese ani kli¢e ani kapesnik.” Josef pohotové
zareagoval a pfifadil ke zlatému psovi penézenku. Jifi pokraCoval: ,Bily nenese klice.”
Monika pfifadila bilému kapesnik a Radim situaci okomentoval, Ze cernému zbyly klice.
Dalsiho vymysSleni se ujal Josef: ,,Bily nenese penézenku ani klic¢e,” sdélil ostatnim. Jifi
bilému psovi ptifadil kapesnik. Josef pokracoval: ,,.Cerny nenese penézenku.” Viktor spravné
ptifadil zbyvajici pfedméty ke psim.

Nasledujici ulohu zadaval Radim: ,,Bily pes nese bud kapesnik, nebo klice” Na moje
upozornéni, Ze nevime vSechny potfebné informace, Radim zareagoval: ,,Bily nenese klice.”
Jakub s Viktorem situaci okomentovali, ze bily pes nese kapesnik. Radim zadaval dal:
,,Cernej nenese kli¢e.” Josef spravné rozdélil zbyvajici piedméty mezi zbyvajici psy.

Dalsi byl na fad¢ Viktor a sdé€lil ostatnim: ,,Zlaty nenese penézenku.” Jakub zareagoval, ze
zlaty mize nést bud’ kapesnik, nebo kli¢e. Radim Viktora napomenul, Ze ndm musi jesté néco
fict. Dal$i informace, kterou ndm Viktor sdé€lil, byla, ze bily nenese klice. Monika rozhodla,
ze tedy nese kapesnik. Jakub ji vSak opravil: ,,Ne, to tam nemusi byt, tam mulze byt i ta
penézenka. Takze jesté nevime, co s tim.” Na moji vyzvu, ze jesté¢ nezname vSechny potiebné
informace, Viktor pokracoval: ,,Cemy nenese kapesnik.” Jakub situaci okomentoval: ,, Takze

> Oznatuji se tak zajimavé logické kombinatorické lohy riizné obtiznosti, které vyzaduji spravné k sobg ptifadit
prvky na zaklad€ nékolika (zdanlivé nepostacujicich) informaci. V matei'ské Skole je vSak tento typ tloh vyzivan
spiSe vyjimecné.
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kazdy néco nenese.” V tu chvili se prihlasil Radim a tazavé mi sdélil: ,,Myslim, Ze on (Cerny
pes) nese klice.” Zopakovala jsem posledni vétu po Viktorovi a Radim uznal, Ze neni jisté, co
¢erny pes nese. Jakub pfipomnél Viktorovi, ze nam musi jesté néco fict. Pobidla jsem Viktora,
aby nam sd¢lil, co nese ¢erny pes a Viktor rozhodl, ze nese penézenku. V tu chvili se prosadil
Jakub a ptitadil bilému psovi kapesnik a zlatému klice.

Pti realizaci alternativni aktivity stravily déti nejvice Casu. Piebiraly aktivni tulohu tvirce,
zaujalo je, Ze mohou situaci popsat tak, ze néktery pes néco nenese a bylo ziejmé, ze vycitily,

vvvvvv

Bubliny

Bublina,

bublina z mydla leti,

ac nema kridla.

Bublina,

bublina s duhou

- vypustim jesté druhou,
treti a ¢tvrtou,

patou,

Sestou...

at leti k nebi ptaci cestou.

Vychozi situace (anotace): Po piecteni basné jsme spole¢né prosli jeji obsah a vysvétlili
jednotlivé vyrazy (bublina z mydla, duha, ptaci cesta). Nejdiive ndm Alena povédéla, ze
baseil byla o bublinach, které mély duhovou barvu, coz podle jejich slov znamena, Zze mély
vSechny barvy. Viktor dodal: ,,Krom¢ bil¢, ¢erné a Sedé.” Ctirad jeho tvrzeni rozsifil jeste
o zlatou barvu. Emma zacala vyjmenovavat barvy, které¢ jsou obsazeny v duze: ,Fialova,
rizova, zlutd.” Alena pokracovala ve vyctu: ,,Cervena, modra a zelena.” Na dotaz, o kolika
bublinach se v basni mluvilo, nejrychleji odpovédéla Alena: ,,Sest.”

Dala jsem détem za tkol, aby si kazdé vyrobilo svych Sest ruzné velkych bublin z papiru.
JiZ toto uvodni zadani davalo détem prostor k velké tvofivosti v mnoha ohledech. Bylo
zajimavé sledovat, jaké postupy déti pfi plnéni tkolu pouZily. Projevily velkou samostatnost
a kompetenci k feSeni probléml. Emma si nasla Sablonu, podle které snadno vytvofila na
papir kruZnici. Alena se jejim ndpadem inspirovala a také si naSla predmét, po jehoz
obkresleni vznikla kruznice. Upozornila jsem divky, aby nezapomnély, Ze bubliny musi byt
ruzné veliké. Emma pouzila Sablonu pouze na jednu bublinu, ostatni ud¢lala ,,od ruky.” Alena
podle Sablony obkreslila tii stejné velké bubliny a rozhodla se, ze udéla jesté tfi mensi
bubliny. Pfipomenula jsem ji, Ze je tfeba, aby vSechny bubliny byly rizné veliké i ty, které uz
ma nakreslené. Protoze nevédéla, jak na to, poradil ji Viktor, aby vSech Sest bublin obkreslila
podle Sablony a pfi vystiihovani je riizn€ zmensila. Viktor pouzil tutéz metodu, ale ptesto, ze
ji sam vymyslel, trvalo mu ze vSech déti nejdéle bubliny vytvofit. Jifi se Ctiborem nakreslili
vSechny bubliny bez vyuZiti jakékoli pomucky.

Nasledovalo zadani uloh, které déti fesily individualné.

a) Serad'te své bubliny podle velikosti. — Seradit/usporadat objekty podle velikosti sestupné
nebo vzestupné.

Setadit své bubliny podle velikosti nebylo pro déti nic tézkého. Viktor mél dveé bubliny
piiblizné stejné velikosti. PfiloZil je na sebe a podle toho ur¢il, ktera je vetsi.

b) Ukazte prstem, ktera bublina je nejmensi a kterda nejvetsi. — Urit nejvetsi a nejmensi
objekt (porovnat vystiizené kruhy podle velikosti).
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Stejné tak snadno si déti poradily 1 s urCenim, ktera bublina je nejvétsi a ktera nejmensi.
Rozdily mezi velikostmi byly ve vétsing ptipadt znacné, rozliSeni proto necinilo potize.

c) Ukazte prstem, ktera bublina je druha nejmensi a ktera je druha nejvetsi. — Rozlisit
pfedméty vystiihnuté z papiru (bubliny) podle jejich velikosti.

Ukazat, ktera bublina je druha nejmensi a ktera druha nejvétsi, byl opét snadny tkol, jen na
Emmé bylo vidét, Ze se hlife soustfedi a méla potize najit druhou nejmensi bublinu. Nejdiive
zvolila nejmensi, pak druhou nejvétsi, ale nakonec kol zvladla splnit.

d) Ukazte na bublinu, kterd je ve vasi radeé nejvice vlevo; nejvice vpravo. — Orientovat se
v fadé predméth; urcit predmét, ktery je v fadé krajni zprava a zleva.

S pravolevou orientaci méli problémy pouze Ctibor a Viktor. Ctibor si nebyl jisty, vahal pii
kazdém dotazu. Viktor nejprve zaménil bubliny na levé a na pravé strané, kdyz jsem ho
upozornila na chybu, uvédomil si ji.

e) Ukazte na bublinu, kterd je ve vasi radé tieti zleva. UkaZte na bublinu, ktera je ve vasi rade
¢tvrta zprava. — Urit umisténi prvku v uspofadaném souboru.

Soucasti nasledné analyzy bylo zhodnoceni toho, na kterou oblast matematické
pregramotnosti byla aktivita zamétena, a s jakym uspéchem déti dokéazaly jednotlivé ulohy
fesit. Matematicky obsah aktivity byl Siroky. Ulohy po détech vyzadovaly na zakladé
precteného textu a podle nasledného zadani
a) Uplatnit dovednost zhotovit papirové kruhy o rtizném poloméru (nakreslit a vystiihnout
nebo jen vysttihnout) pfi koordinaci ruky a oka.

b) Porozumét vztahu mezi 3D a 2D modely reality: kruh jako model bubliny — koule, resp.
kulové plochy.

c¢) Prokazat zvladnuti predstavy kvantity souboru o Sesti prvcich ve vyznamu propedeutiky
Cisla jako poradi (tfeti zleva, Ctvrtd zprava).

d) Setadit/uspotrddat soubor Sesti kruhii s vyjadfenim vlastnosti ,,podle velikosti“. Jak
zdiraziiuje Kaslova (2010), je tfeba prvky, které fadime, volit tak, aby détské zkuSenosti
umoznily dostatecné priikazné a ndzorné porovnani a na jeho zéklad¢ setazeni predméta.

Dé&ti mohly uspotadat mnozinu objektti sestupné (od nejvétsiho kruhu k nejmensimu) nebo
vzestupné.

e) Prokazat schopnost pravolevé orientace.

VSechny ulohy zvladly déti zcela samostatné az na vyjimky: Emma v uloze c), Viktor
a Ctirad v tloze d). Také tato skutecnost vedla Kristynu k tomu, aby pii navrhu alterace
zatadila dv¢ jesté naro¢néjsi tlohy:

- Ted kazdy ukazte na jednu vasi bublinu, kteroukoli. Pojmenujte jeji poradi stejnym
zpiisobem, jako jsem to délala ja v predchozich otazkdch. — Urc¢it umisténi objektu (bubliny)
v souboru uspofddaném podle velikosti sestupné.

Vsechny déti usporadaly bubliny sestupné zleva doprava. Jifi si vybral nejvétsi bublinu
a stejné¢ tak ji pojmenoval (,,tato je nejveétsi, je prvni*). Alena si vybrala v poradi tieti nejveétsi.
Prestoze spravné urcila, ze tfi bubliny jsou mensi a jen dvé véEtsi, oznacila umisténi bubliny za
prostfedni. Bylo patrné, ze tim myslela, Ze se bublina nachazela uprostted fady co do
vzdalenosti od obou jejich konct. Ctibor ukézal na nejmensi bublinu a opét jako ostatni ji
spravné urcil podle velikosti jako posledni. Viktor si vybral druhou nejvétsi, s dopomoci
pfisel na to, Ze je druha zleva a zaroven pata zprava.

- Nechame odletét nejvetsi bublinu. Az odleti, ukazte prstem na bublinu, ktera je ted’ nejvétsi.
A znovu nechame odletét nejvetsi bublinu z tech, které zbyly. Nakonec nechdame odletet
i posledni bublinu. Kolik bublin nam zbylo? — Urcit poCetnost prazdného souboru prvku.
Propedeutika ¢isla nula.

Poté, co viechny bubliny ,,odlétly*, jsem se zeptala, kolik nam jich zistalo. Alena: ,,Zadna.”
Ctibor: ,,Nula.” Zjistovala jsem, zda by to $lo fici i jinak. Jifi: ,,Nic.” Viktor: ,,Ze tu neni ani
jedna.” Na Emme¢ byla patrnd unava a do diskuze se jiz nezapojila.
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Jiz pfi vyrabéni bublin musely déti premyslet, jak docilit toho, aby mély kruhy rtizné
rozméry. Protoze Kristyna chtéla podpofit jejich kreativitu, dala jim volnost v tom, kam
bubliny pii ,,0dlétani* schovaji. Mélo to za nasledek, Ze se n¢které¢ déti vice sousttedily na
schovéavani bublin, nez na samotné splnéni zadané ulohy. Pii realizaci alternativni aktivity
mohlo byt promyslenéji uplatnéno presnéjsi zadani, které by zvysilo jeji motivaéni potencial.
Nedostatecné zacilena pozornost déti se projevila v tom, Ze nékteré déti (Emma) v prabéhu
¢innosti jiz ztracely motivaci. To ale souviselo s experimentalnim charakterem aktivity.

5. Zavér

Zkusenost, kterou pfinesla realizace vyzkumu a jejiz ukazku jsme uvedli v pfispévku,
potvrzuje podle naseho nazoru opodstatnénost SirSiho uplatnéni reflektivni analyzy aktivit
budoucimi uciteli matetské Skoly v redlném Skolnim prostiedi. Domnivame se, Ze i ve
zdanlivé jednoduse zkonstruované uloze lze pti peclivé pripravé aktivity a po jeji dikladné
analyze rozpoznat a vyuzit fadu podnétl pro rozvijeni détskych dispozic.

Na obé vyzkumné otazky lze podle naseho piesvédceni odpoveédét pozitivne. Studentky
mohly vhodné zafadit do ,matematické komponenty” svého profesniho portfolia fadu
metodicky propracovanych aktivit (cile, potiebné pomiicky, organizace Cinnosti, konkrétni
vystupy z reflektované analyzy).

Ve vysledcich vyzkumu se zieteln¢ ukdzala rozmanitost pfistupti ke zpracovani tkolu
budoucimi ucitelkami matefské Skoly, jak je ptedstavili pifi reflektované vyuce. V jejich
namétech se objevily riizné stranky matematické pregramotnosti: tiidéni a fazeni predméti
podle vhodné zvolenych kritérii; souvislost matematické a c¢tendiské pregramotnosti;
uplatnéni rytmu; propojeni matematické pregramotnosti s vytvarnymi ¢innostmi a hudebnimi
aktivitami. N&které dalsi ptiklady z reflektované vyuky jsme zatadili do kapitoly Rozvijeni
matematickych predstav v publikaci Syslové a kol. (2018). Mnoh¢ dalSi inspirace mohou
studenti ucitelstvi pro matefské Skoly 1 ucitelé v praxi najit v publikacich, které fundované
propojuji konkrétni metodické naméty pro praci v mateiské Skole s matematickymi zdklady
a vychodisky rozvijeni matematické pregramotnosti na pozadi poZadavkii Rémcového
vzdélavaciho programu pro pfedskolni vzdélavani (Lietavcova & Liskova, 2018; Kaslova,
2010).

Pii uplatnéni metodiky AAA ve fazi analyzy videozdznamil a pfipravé alternativnich
¢innosti jsme extrahovali nckolik oblasti. Dokumentujeme je na né€kolika autentickych
vyjadfenich studentek.

Vsimaly si aspektl oborove pfedmétovych:

,Uvédomila jsem si, Ze jedna ¢innost rozviji vice kompetenci a dovednosti, co vS§echno mizeme

jednou ¢innosti rozvinout a co vSe néjak souvisi praveé s matematikou (...) Ono se to odviji skoro

od vSech Cinnosti, uz tim, Ze déti maji tfeba jen rozlisovat véci. UZ to je v podstaté matematika.

Dokazou rozliSovat, vystfihnout néco z papiru, napocitat...*

Stiedem jejich zajmu byly ¢innosti provadéné ditétem; jeho reakce na plnéni ukold, mira
jeho samostatnosti a kreativity:

,»V§imam si spontanniho projevu déti. Zvazuji, zda by mohlo dité zvolit jiny postup ke splnéni

ukolu.“ ,,S provedenim tukold nemélo dit€¢ problémy, dokonce samo od sebe zacalo plnit n&jaké

ukoly navic. Reagovalo rychle.,,Dité si zfejmé uvédomuje, ze zalezi také na pozici pozorovatele.

Tteba co miize byt pro jednoho pied, je pro druhého za.*

Znacna pozornost studentek byla zaméfena rovnéz na cinnost ucitele, resp. studenta v roli
ucitele (obsah 1 forma jeho vyjadfovani, vystupovani; pldnovani a fizeni ucebni ¢innosti déti):
»dledovani sebe sama mi nejprve bylo nepfijemné. Po komentafich ostatnich jsem ovSem zacala
na videu vidét i véci, které jsem predtim nevidéla, a tedy o nich ani nepfemyslela.” ,,Uvédomuji
si, ze je tieba hodné premyslet pii zadavani ukoll, abych détem jejich formulaci uz nenaznacila,
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jak to ma byt. Na videu si uvédomim, jak s ditétem komunikuji. Zda se jedna o efektivni, ¢i
neefektivni komunikaci. Konkrétné€, kdyz jsem sledovala své video, tak jsem potom pfemyslela,
jak se co dalo vice popsat a fici jinak.*

V nézorech studentek se objevuji také nékteré obecnéjsi souvislosti uziti videonahravky:
,»Je dobré slySet i ndzory a pohledy na jednu véc od ostatnich lidi. Nekdy je to kritika, ze které se
poucime my sami, nékdy se zas mize jednat o pochvalu za napad a jeho spravné provedeni, ze
kterého se naopak pouci druzi.

Domnivame se, ze se tim vytvaii rovnéz prostor pro zpracovani do podoby didaktickych
(video)kazuistik jako prosttedku dalSiho rozvijeni ucitelovych profesnich dispozic —
diagnostické kompetence, profesniho vidéni.

I tyto vypovédi naznacuji, jakou cestou student musi projit pii pfipravé na profesi
spojenou se vzdélavanim déti predSkolniho veéku. Piiblizuji jeho pterod z intuitivni
v promyslenou analyzu vlastnich profesnich kompetenci, pfi némz se mize opirat o doklady
obsazené v portfoliu.
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Abstract

It is very important to develop combinatorial skills of pupils aged 6-11. A board game can
be attractive and useful tool to achieve this goal. Chess is one of the most popular games, more
than 600 million people around the world know chess rules. Combinatorial skills can be
developed not only by playing chess games or by solving chess diagrams, but also by solving
some mathematical chess problems. We will focus on the domination problems in our paper. In
contrast to the classic chessboard 8x8, we will use a smaller 4x4 and 6x6 chessboard,
respectively, to make chess domination problems more accessible to pupils aged 6 to 11.

Keywords: Mathematical chess problems, domination problems, Mathematical Kangaroo.

1. Introduction

We recall (“Mathematical chess problems”, Wikipedia) that a mathematical chess problem
is a mathematical problem that is formulated using a chessboard and chess pieces. Chess
mathematical problems have been already studied by Thabit ibn Qurra (836-901), Arabian
astronomer and mathematician (“Thabit ibn Qurra”, Wikipedia). We note that Thabit ibn Qurra
discovered equation for determining amicable numbers. Amicable numbers are two different
numbers so related the sum of the proper divisors of each is equal to the other number — for
example 220 and 284 are amicable numbers (“Thabit ibn Qurra”, Wikipedia). Later, also next
famous mathematicians as for example Adrien-Marie Legendre (1752-1833) or Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) have studied mathematical chess problems (“Mathematical chess
problems”, Wikipedia).

Domination problems belong among mathematical chess problems. In these problems it is
requested to find a minimum number of pieces of the given kind and place them on a chess
board in such a way, that all free squares of the board are attacked by at least one piece
(“Mathematical chess problems”, Wikipedia).

Domination chess problems have been resolved generally for the chessboard nxn only for
the following chess pieces: king, rook and bishop. When it comes to queen and knight, the
situation is clear only for small n (Chybova, 2017).

In our paper, we will reduce the classic chessboard 8x8 to a smaller 4x4 and 6x6
chessboard, respectively, in order to make chess domination problems more accessible to pupils
aged6to 11.

The movements of classical chess pieces (king, queen, rook, bishop and knight) can be
found for example in (“Rules of chess”, Wikipedia). We recall only the movement of a special
piece named kangaroo that was introduced in Mathematical Kangaroo (“Matematicky klokan,
2015”).

A kangaroo moves three squares horizontally then one square vertically, or one square
horizontally then three squares vertically, see Figure 1.
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Figure 1. Moves of a kangaroo

2. 4x4 and 6x6 chessboards
In this section, we will show the possible solutions of chess domination problems for the

4x4 and 6x6 chessboards.

A. King
The minimum number of kings, which can be placed on an nxn chessboard so that all
free squares of the board are attacked by at least one king, equals to

ln+2J2
3 )

where [x]| denotes the integer part of x (Chybova, str. 35, 2017). Therefore, we have
that the minimum number of kings for the 4x4 chessboard equals 4, and the minimum
number of kings for the 6x6 chessboard also equals 4. See Figures 2 and 3, respectively.

Figure 2. Kings and 4x4

B. Queen
The minimum number of queens, which can be placed on an nxn chessboard so that all
free squares of the board are attacked by at least one queen, is known only for small
natural numbers, see (Chybova, str. 44, 2017). The minimum number of queens for the
4x4 chessboard equals 2 and the minimum number of queens for the 6x6 chessboard
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equals 3. See Figures 4 and 5, respectively. The solution given in Figure 5 was obtained
by the symmetry of chessboard from the example presented in (Chybova, str. 45, 2017).

Figure 3. Kings and 6x6

Figure 5. Queens and 6x6

C. Rook
The minimum number of rooks, which can be placed on an nxn chessboard so that all
free squares of the board are attacked by at least one rook, equals to n (Chybova, str. 35,
2017). Thus, we have that the minimum number of rooks for the 4x4 chessboard equals
4, and the minimum number of rooks for the 6x6 chessboard equals 6. See Figures 6
and 7, respectively.

D. Bishop
The minimum number of bishops, which can be placed on an nxn chessboard so that all
free squares of the board are attacked by at least one bishop, equals to n (Chybova, str.
36, 2017). Thus, we have that the minimum number of bishops for the 4x4 chessboard
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equals 4, and the minimum number of bishops for the 6x6 chessboard equals 6. See
Figures 8 and 9, respectively.

=

=t

Figure 6. Rooks and 4x4

Figure 7. Rooks and 6x6

Figure 9. Bishops and 6x6
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E. Knight
The minimum number of knights, which can be placed on an nxn chessboard so that all

free squares of the board are attacked by at least one knight, is known only for small
natural numbers, see (Chybova, str. 46, 2017). The minimum number of knights for the
4x4 chessboard equals 4 and the minimum number of knights for the 6x6 chessboard
equals 8. Examples which are given on Figure 10 and Figure 11, respectively, were
presented in (Chybova, str. 46, 2017).

Figure 11. Knights and 6x6

Finishing this section, we will solve the domination problem for the kangaroo and the 4x4
and 6x6 chessboards.

i) 4x4 chessboards

An interior square of 4x4 chessboard cannot be attacked by any kangaroo, therefore we
must place kangaroos on the all four interior squares of 4x4 chessboard. Since a kangaroo
on an outer square of 4x4 chessboard attacks just two outer squares, it is necessary to use
minimally 4 (=12:3) kangaroos on outer squares. Figure 12 illustrates that the number 4 of
kangaroos on outer squares is enough.

Therefore, the minimum number of kangaroos, which can be placed on the 4x4
chessboard so that all free squares of the board are attacked by at least one kangaroo, equals
to 8.
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Figure 12. Kangaroos and 4x4

ii) 6x6 chessboards

A kangaroo can attack maximally 4 squares of 6x6 chessboard. Because 36:5=7.2, at
least 8 kangaroos must be placed on the 6x6 chessboard minimally. Figure 13 shows that
the number of 8 kangaroos is enough.

Figure 13. Kangaroos and 6x6

3. Conclusion

We were interested in some chess dominance problems that can be solved by pupils aged
6 to 11. A special attention was focused on a special piece named kangaroo.

To solve the previous problems pupils can use, for example, a printed chessboard and beans
instead of pieces, or they can use some computer application, see e.g. (“Chess Diagram Setup”).

Some of the previous problems are very simple (such as the problem of rooks associated
with Figure 6) and pupils can solve them very quickly.

Some problems may be more difficult to some pupils aged 6-11 (such as the problem
of kangaroos associated with Figure 13). In this case, the teacher (coach, parent) has the
possibility to give some help - for example by placing one or more pieces on the chessboard.

Another kind of mathematical chess problems is an independence problem (“Mathematical
chess problems”, Wikipedia). In these problems it is requested to find a maximum number
of pieces of the given kind and place them on a chess board so that none of the pieces attacks
each other. In (Pastor, 2019), we have tried to make chess independence problems more
accessible to pupils aged 6 to 11.
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Abstrakt

Pracovna pamit predstavuje vyznamny determinant uspesnosti ziakov v matematike. Na
druhej strane, pracovni paméit’ je mozné rozvijat v procese rieSenia matematickych uloh.
Navyse, ak je kontext tlohy obohateny o elementy hudobnej vychovy, objavuju sa nové
moznosti pre tvorbu stiborov uloh a aktivit. Inkorporacia hudobnych ¢innosti do vyucovania
matematiky je jednou z moznosti pre rozvoj pracovnej pamdti. V Studii st analyzované
vyskumy zaoberajlice sa konceptami pracovnd paméit’ a matematické schopnosti. Predstaveny
je subor uloh z oblasti aritmetiky, ktorym je mozné stimulovat pracovni pamét u ziakov
mladsieho §kolského veku. Ulohy, obohatené o elementy hudobnej vychovy, si gradované na
zaklade atribitov kognitivnej irovne naro¢nosti a zat'azenia pracovnej pamati.

KPucové slova: pracovna pamét, matematickd tloha, kognitivna naro¢nost’ tlohy

MATHEMATICAL TASK WITH ELEMENTS OF MUSIC — MEANS OF
DEVELOPING WORKING MEMORY

Abstract

Working memory is a decisive determinant of students” achievement in Mathematics. On
the other hand, working memory could be developed in the process of mathematical tasks
solving. Moreover, if the context of such a task is enriched with musical elements, it can
generate new ways for developing sets of tasks and activities. Incorporation of musical activities
into mathematical education is one of the means of improving working memory. The researches
focused on concepts of working memory and mathematical abilities are analysed in this study.
The set of mathematical tasks from the field of arithmetic which can stimulate working memory
of students at younger school age is presented. Mathematical tasks enriched with elements of
music are graded on the basis of attributes of the cognitive difficulty and working memory
levels.

Keywords: working memory, mathematical task, cognitive difficulty of task

1. Uvod - prieniky matematiky a hudby

Matematika ahudba zohrdvaju vyznamnt ulohu v kazdodennom Zivote cloveka
a spolo¢nosti. Aj napriek ich odliSnému ponimaniu existuji medzi nimi prepojenia a suvislosti,
ktoré moézu byt vyuzité v edukaCnom procese ako prostriedok rozvijania myslenia deti.
Matematické schopnosti je mozné rozvijat pomocou hudobnych cviceni, ¢o znamena, Ze
vyucovanie vyuzivajuce hudobny aj matematicky obsah predikuje kvalitativne lepSie ucebné
vysledky v matematike (Luczak, 2000, In Kolodziejski, 2012).
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Matematika aj hudba vyuziva modely abstraktnych schém prezentovanych vzormi, ktoré je
dolezité desifrovat. V hudbe ide o interpretaciu hudobnej skladby a v matematike o aplikéciu
modelu v konkrétnej situdcii. Analyza vzorov a pravidiel pre ich vytvaranie su ¢innosti, ktoré
sa vyskytuju tak v matematike, ako aj v hudbe. Pri rozpoznavani vzoru je dolezita klasifikacia
alebo zhlukovanie (tzv. chunking), vytvorenie blokov, s ktorymi sa pracuje ako s jednotkou
vzoru (Mall, Spychiger, Vogel, & Zerlik, 2016). Analogické techniky na zapamétanie si vzorov
su zname aj pri tréningoch pracovnej pamiti. Matematika vyuziva rozne typy symbolov na
vyjadrenie myslienok inym ako verbalnym sposobom a to je spolo¢né s hudbou, v ktorej je tiez
vychodiskom myslenie neverbalneho charakteru (Kopcékova, 2015). Obe oblasti vyuzivaja
analogické spdsoby zapisov, symboly, reprezentacie konceptov. Predstavuju tak platformu pre
rozvijanie myslienkovych operacii a schopnosti ucit’ sa. Integracia matematiky a hudby moéze
stimulovat’ myslenie deti z pohl'adu rozvoja schopnosti hl'adat’ a skimat’ vzory, pravidelnosti
a vztahy medzi nimi.

Pamét’, priestorova orientacia a divergentné myslenie su délezitymi konStruktmi pri rozvoji
matematickych schopnosti. Luczak (2015) konStatuje, Ze hra na hudobnych néstrojoch
prispieva k rozvoju pozornosti, pamadti, sebaregulacie, stistredenosti a kontrole pozornosti. Pre
stimulaciu d’al$ich zloziek myslenia, akymi s priestorova orientdcia, pamit’, koncentracia
pozornosti, analyza, povazuje autorka za vhodné poc¢uvanie hudby, spev, tanec a inscenovanie.
Ukazuje sa, Ze proces uenia sa matematiky moéze byt podporeny aplikdciou aktivit
vytvorenych na hudobnej baze. Hudba prispieva k formovaniu myslenia Ziaka prostrednictvom
tvorby modelov elementarnych matematickych pojmov.

V nasledujticej c¢asti bude prezentovany prehlad relaénych a kauzalnych vyskumov,
v ktorych je skiimanie orientované na koncepty pracovna pamét a matematické schopnosti
ziaka resp. vykon ziaka v matematike.

2. Pracovna pamit’ a matematické schopnosti

Pracovné pamit’ (Koval¢ikové, Bobakova, Filickova, Ropovik, & Slavkovska, 2015, s. 70)
je ,,aktivne udrziavanie a flexibilné aktualizovanie informacie, ktora je relevantna pri rieSeni
aktualnej tlohy. Pracovna pamét umoziuje podrzat’ informécie v paméti po€as doby, kym st
spracované alebo skoordinované s inymi mentalnymi operaciami. Pri rieSeni matematickej
ulohy (napriklad pri scitani dvojcifernych &isel) ziak drZi ¢isla doCasne v pracovnej pamiiti
a sucasne ich spracovava pri rieSeni daného problému. Informaécie, ktoré nie st dolezité pre
rieSenie ulohy si vytlaCené novymi informéaciami. Pracovnu pamidt tvoria tri
elementy: fonologicka slucka, vizualno-priestorovy nacrtnik a centrdlna exekutiva (riadiaca
zlozka).

Najcastejsi typ vyskumov je reprezentovany relaénymi Stidiami, kde boli skiimané vztahy
medzi Uroviiou pracovnej pamdti a uspeSnostou ziaka pri rieSeni matematickych uloh.
Andersson a Lyxell (2007) zistovali Grovenl pracovnej paméti u deti vo veku 9-10 rokov, ktoré
mali problémy v matematike. Zavery skiimania poukazuji na potvrdenie predpokladu, Ze deti
s problémami v matematike vykazuju deficity v pracovnej pamiti, konkrétne s ukladanim
numerickych a vizudlnych informacii.

Vysledky vyskumu Cragg, Keeble, Richardson, Roome a Gilmore (2017) potvrdzuja, Ze
pracovnd pamét prispieva k ispechom v matematike nepriamo, prostrednictvom faktickych
vedomosti, proceduralnych zru€nosti a v menSej miere aj cez porozumenie konceptom.
Podobne Fuchs et al. (2005, 2013) ukazuji na vztah medzi pracovnou pamétou
a matematickymi schopnostami. Urovefi pracovnej pamiti predikuje schopnost ugit sa
matematiku (osvojovat’ si nové matematické poznatky). Vztah medzi pracovnou paméitou
a zru¢nost’ami pri pisomnom rieseni aritmetickych tloh u Ziakov 4. ro¢nika zékladnej Skoly
skaimal Andersson (2008). Ukézalo sa, Ze pracovnd pamét prispieva k aritmetickym
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zrucénostiam deti (vo veku 9-10 rokov). Prinos fonologickej slucky a centralnej exekutivy
(subezné spracovanie a ukladanie informacii) naznacuje, Ze pri pisomnom rieseni aritmetickych
uloh su prioritne vyuzivané verbalne stratégie kodovania. Bull a Scerif, (2001) poukazuju na
skutocnost’, ze deti (vo veku od 6 do 8 rokov) s nizSou troviiou matematickych schopnosti maju
problémy pri lohach, ktoré vyzaduji udrzanie informdcii v pracovnej pamaiti. Pracovna paméat’
stvisi s narocnejSimi matematickymi schopnostami, akymi st napriklad porovnavanie,
kombinacia Cisel a mnozstva (Purpura, Schmitt, & Ganley, 2017).

Osobitnu skupinu vyskumov odhal'ujucich suvislosti medzi urovilou pracovnej pamdti
a vykonom v matematike si vyskumy kauzalne. V ramci experimentalnych vyskumov bol
overovany vplyv tréningov v oblasti pracovnej pamiti na matematické schopnosti. Holmes,
Gathercole a Dunning (2009) aplikovali tréning pracovnej paméti v skupine 9-10 ro¢nych
ziakov. Po Sestmesacnom tréningu v komputerizovanej podobe bolo pozorované zlepSenie
v oblasti matematického uvazovania. Podobne St Clair-Thompson, Stevens, Hunt a Bolder,
(2010) skamali vplyv tréningu pracovnej paméti u deti vo veku 5-8 rokov. Vysledky poukézali
na zlepSenie pracovnej pamiti, ako aj na zvysSenie Urovne aritmetickych operacii (pocitanie
spamiti), nebol vSak zisteny signifikantny vplyv na vykony v matematike. Experiment
sktimajuci zapojenie pracovnej paméti pri rieSeni uloh vyuzitim réznych spdsobov scitania
(spamiti, vyuzitim algoritmu — presného postupu, horizontalne, vertikélne, presné, priblizné)
u deti na 1. stupni ZS, prezentuji Caviola, Mammarella, Cornoldi a Lucangeli (2012). Rozne
zlozky pracovnej paméti (verbalna a vizualno-priestorovd) su aktivované pri rdznych
pristupoch ku sc¢itaniu prirodzenych cCisel. Podobne aj Berg (2008) skimal tlohu niekol’kych
indikatorov v procese rieSenia aritmetickych uloh: rychlost spracovania informacie,
kratkodoba pamét, pracovna pamét. Program ureny na zvySenie schopnosti riesit
matematické problémy prostrednictvom vzdeldvacieho obsahu zameraného na rozvoj
metakognicie a pracovnej pamdti, prezentuju Cornoldi, Carretti, Drusi a Tencati (2015).
Program bol aplikovany na vzorke 135 deti vo veku 8-10 rokov a trval tri mesiace. Vysledky
tréningu ukézali na zlepSenie metakognicie a pracovnej pamdti, ¢o v pozitivnom zmysle
ovplyvnilo schopnost’ deti rieSit’ problémy. Autori Stidie odporicaju realizovat aktivity
zamerané na rozvoj metakognicie a pracovnej pamiti, ktoré mozu prispiet’ k zvySeniu vykonov
Ziakov pri rieSeni matematickych uloh.

Vysledky prezentovanych vyskumov, realizovanych v skupindch ziakov mladSieho
Skolského veku, ukazuji na dolezitost’ pracovnej pamati pri rieSeni matematickych uloh ako aj
na vztah medzi Uroviiou pracovnej pamiti a matematickych schopnosti. Nedostato¢ne
rozvinuté konceptudlne a procesudlne kompetencie v matematike méZzu byt dosledkom
nedostatocne fungujucich kognitivnych a exekutivnych mechanizmov ako napriklad pracovna
pamét’ ¢1 vizualno-priestorové spracovanie informacie.

3. Pracovna pamit’ v elementiarnej matematike

Pracovna pamit’ méa vyznamné postavenie v matematickej edukacii na primarnom stupni
vzdelavania. Ide o schopnost’ uchovat’ informéciu dostato¢ne dlho na to, aby ziak s fiou
mentalne manipuloval a pracoval pred tym, nez vyprcha. Ak sa informécia, s ktorou Zziak
pracuje v pracovnej pamdti, strati, nie je mozné ju aktivovat’ inak, ako zacat cely proces riesenia
odznova. Naroky na vykon Ziaka v oblasti jeho pracovnej paméti narastaja pri ulohach, ktoré si
vyzaduji kombinaciu dvoch procesov: spracovanie informacie a uchovanie informacie
(Gathercole & Alloway, 2015). V pripade, Ze su u ziaka identifikované problémy s pracovnou
pamitou, je potrebné prejst na ulohu nizSej urovne obtaznosti a umoznit’ Zziakovi
zaznamenavat’ si Ciastkové rieSenia. Uvedené zmeny umoznia ziakovi dospiet’ k tispesnému
rieSeniu ulohy.
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Pracovna pamait je dolezitym indikatorom v procese riesenia aritmetickych uloh u ziakov
4. ro¢nika ZS a prispieva k rozvoju ich aritmetickych zruénosti (Andersson, 2008; Berg, 2008).
Je vyznamna predovsetkym pri rieSeni uloh zameranych na pocitanie a na operacie s ¢islami,
ako aj pri rieSeni logickych problémov a slovnych tloh (Hill, 2018). Zlozky pracovnej pamati
(verbalna aj vizualno-priestorova) st prediktormi tspesnosti rieSenia slovnych a problémovych
uloh (Zheng, Swanson, & Marcoulides, 2011), su tiez aktivované aj v rdéznych postupoch
sCitania prirodzenych Cisel.

Pracovna pamit’ sa vyuziva pri rieSeni uloh z oblasti aritmetiky, napriklad numeracia (zapis
viaccifernych ¢isel), pri poctovych operaciach s prirodzenymi ¢islami (r6zne postupy pocitania
spamiti). Zohrava vyznamnu rolu pri rieSeni slovnych tloh, pri nadobudnuti vhI'adu do situacie
a identifikovani vztahov medzi zadanymi informaciami (napriklad nepriamo formulované
slovné ulohy). Ma vyznam v tlohach z oblasti kombinatoriky, napriklad pri vytvarani cisel
(postupnosti) podl'a danych pravidiel. Prave spomenuté oblasti kurikula matematiky vytvéaraji
priestor na tvorbu uloh zameranych na stimuldciu pracovnej pamati.

V dalSej casti prispevku bude prezentovany stbor Uloh zamerany na rozvoj pracovnej
pamiiti z oblasti numeracie. Ulohy st vytvorené na tému zapis prirodzeného &isla v desiatkovej
Ciselnej stistave (skrateny a rozvinuty). Aké je miesto tejto oblasti v elementarnej matematike?
Cislo predstavuje elementarny koncept matematiky. S modelmi &isla ziskavaja deti prvotné
sktsenosti uz v ranom veku (uréovanie poctu predmetov, pocitanie po jednom, prsty na rukach,
rozne d’alSie enaktivne a ikonické reprezentacie prirodzenych ¢isel). V Skolskej matematike sa
pracuje so symbolickymi zapismi prirodzenych c¢isel, vyuZzitim pravidiel pre ich zépis
v desiatkovej Ciselnej stistave, ktora je povazovana za pozi¢nu. Kazda ¢islica v zapise ¢isla ma
pevne urcéenu poziciu, ktord reprezentuje jej hodnotu (jednotky, desiatky, stovky atd’.). Na
primarnom stupni vzdeldvania je dolezité, aby si ziaci osvojili princip desiatkovej ¢iselnej
ststavy, zapis a Citanie viaccifernych prirodzenych cisel. Tieto zru€nosti by mali byt
zautomatizované vzhl'adom ku skutoc¢nosti, ze prirodzené ¢isla tvoria koncept, ktory sa vyuziva
v mnohych d’alSich oblastiach matematiky — poctové vykony s prirodzenymi ¢islami, slovné
ulohy, aplikacné ulohy, geometria, rovnice, nerovnice, zlomky atd’. Zapis Cisel predstavuje
elementarnu zru¢nost’ nevyhnutn pre zvladnutie d’alSich tém z matematiky.

4. Pracovna pamit’ pri rieSeni matematickych tloh s elementami hudobnej vychovy

Prezentovany subor matematickych uloh, v ktorych st inkorporované elementy hudobne;j
vychovy, je zamerany na rozvijanie pracovnej pamaéti. Ciel'om tloh, z pohl'adu matematiky, je
identifikovat’ n-ciferné prirodzené Cislo na zaklade jeho akustickej reprezentacie v desiatkove;j
Ciselnej sustave.

4.1 Analyza uloh

Na zaklade realizovanej kognitivnej analyzy uloh boli vySpecifikované atributy pre urcenie
ich kognitivnej naroénosti a pre mieru zataZenia pracovnej pamiti. Ulohy s do suboru
zaradené tak, aby sa uroven ich kognitivnej ndroCnosti a miera zat'azenia pracovnej paméti
postupne zvySovali.
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Tabulka 1. Analyza suboru tloh

ZAMERANIE ULOHY

Pojmy: ¢islo, ¢islica, jednotky, desiatky, stovky, skrateny a rozvinuty

zapis Cisla v desiatkovej ¢iselnej sustave

- Citanie Cisel

matematika - rozliSovanie ¢isel podla poctu cifier — jednociferné, dvojciferné,
trojciferné

- rOzne reprezentacie prirodzeného Cisla

- identifikécia Cisla zadaného akustickym kédom

hudobn4a vychova rytmus, metrum, metrorytmus

KOGNITiVNA ANALYZA ULOHY

Pocet cifier daného ¢isla:
I.  dvojciferné
I.  trojciferné

Poradie, v akom st (akusticky) prezentované Cislice jednotlivych radov
v danom ¢isle:
I.  2-ciferné Cislo: desiatky, jednotky

atribity drovne 3-ciferné ¢islo: stovky, desiatky, jednotky

naroc¢nosti ulohy II. 2-ciferné ¢islo: jednotky, desiatky,
3-ciferné ¢islo: jednotky, desiatky, stovky

III. 3-ciferné Cislo: stovky, jednotky, desiatky
3-ciferné ¢islo: jednotky, stovky, desiatky
3-ciferné Cislo: desiatky, jednotky, stovky
3-ciferné ¢islo: desiatky, stovky, jednotky

Pouzité Cislice v danom cisle:
I.  vSetky dislice su r6zne (nie je pouzita nula)
I.  vSetky cislice st rozne (aspoi jedna z nich je nula)
III. ¢islice sa v ¢isle opakuju

I.  ziak podrzi v pamiti dva zvukové kody (pre desiatky, pre jednotky);
transformacia akustickej reprezentacie ¢isla v danom poradi kédov

II.  Ziak podrzi v pamiti dva zvukové kody (pre desiatky, pre jednotky);

s .
zatazenie pracovne] transformdcia akustickej reprezentacie ¢isla v opa¢nom poradi kodov

pamiiti

II. Zziak podrzi v pamiti tri zvukové kody (pre stovky, desiatky a pre
jednotky); transformdcia akustickej reprezentacie cisla v danom
poradi kodov

IV. ziak podrzi v pamaiti tri zvukové kody (pre stovky, desiatky a pre
jednotky); transformacia akustickej reprezentacie ¢isla v zmenenom
poradi kédov
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Ulohy zaradené do stiboru st zamerané na vytvaranie roznych akustickych modelov

prirodzenych ¢isel. Zvy€ajne ziaci pracuji s inymi modelmi prirodzenych c¢isel, napriklad
model ¢&isla na poéitadle, kocky, drobné predmety, grafické znazornenie. Ziakovi st postupne
prezentované akustické modely rdznych prirodzenych ¢isel, postupne podla urovni naro¢nosti,
ten ich identifikuje a zapisuje n-ciferné ¢isla na zaklade transformacie zvukovych kédov.
V procese rieSenia uloh si ziak vytvara vlastni mentalnu reprezentaciu viacciferného cisla.
Pocet zvukov (kédov) je pretransformovany do symbolu Cislice, ten je podrzany v paméti
a nakoniec je zapisany na zodpovedajucu poziciu v n-cifernom disle.
Ciel'om uloh, je okrem stimulacie pracovnej pamdti, rozvijat’ schopnost’ porozumiet’ principu,
na zaklade ktorého moézu byt prirodzené Cisla reprezentované pomocou réznych modelov
(pisomny zapis, graficka reprezentacia, symboly, manipulécia s malymi predmetmi, akustické
modely). Aplikacia uloh daného typu poméha posilnit’ zru¢nosti spojené s transformaciou
pisomnych zapisov prirodzenych ¢isel na akusticky model a naopak.

4.2 Opis administracie uloh
V iivode prace je odporucané so ziakom zopakovat vychodiskové pojmy (uvedené
v tabulke 1) vyuzitim 'ubovol'nych ¢isel (jednociferné, dvojciferné, trojciferné). Administrator
napriklad zapiSe niekol'ko Cisel a ziak ich ma precitat’, identifikovat’, oznacit’ v nich ¢islice na
mieste jednotiek, desiatok, stoviek. Administrator zapise: (1) l'ubovol'né dvojciferné prirodzené
¢islo v skratenom zapise v desiatkovej Ciselnej sustave a aj pomocou grafického znazornenia
(napr. 24 - - ++++); (2) trojciferné prirodzené ¢islo v skratenom zapise v desiatkovej Ciselne;j
sustave a aj pomocou grafického zndzornenia (napr. 235, // --- +++++). Odporuca sa pouzit’ aj
grafické zapisy, ktoré sa objavuju v uéebnych textoch z matematiky pre 1. stupei ZS.
Nasleduje vysvetlenie principu uloh (hry), kedy budu ¢isla vyjadrené pomocou zvukov.
Dohodneme sa, Ze desiatky budu zakodované potleskom, jednotky dupnutim. Napriklad ¢islo
24 bude zniet’ takto:
- desiatky — potlesk (zaznie potlesk 2-krat, lebo v danom ¢isle su dve desiatky),
- jednotky — dupnutie (zaznie dupnutie 4-krat, lebo v danom ¢isle su Styri jednotky).
Na ukdzku moze byt zvukovo zakodované aj trojciferné Cislo, kde pocet lusknuti bude
oznacovat’ pocet stoviek v danom ¢isle. Napriklad 235 (2-krat lusknutie, 3-krat potlesk, 5-krat
dupnutie),
- stovky — lusknutie (zaznie lasknutie 2-krat, lebo v danom ¢isle st dve stovky).
Je mozné si zvolit’ aj iny sposob kodovania, kde su pouzité iné zvuky na reprezentaciu
jednotlivych radov v danom cisle. Ddlezité je, aby pri rieSeni vSetkych uloh bolo vyuZzité
rovnaké kodovanie.

Pokracuje sa prezentovanim — hranim roéznych ¢isel a llohou ziaka je povedat’ ¢islo, ktoré
bolo zahrané. Délezité pritom je, aby sa ziak sustredil na jednotlivé zvuky, udrzal ich v pamiiti,
zvukové kody pretransformoval (na €islice) a spravne vyslovil ¢islo. V pripade, Ze tloha je pre
ziaka prili§ ndro¢nd, je mozné, aby si robil v procese rieSenia zapisy.

Priklady zadavanych gradovanych uloh st uvedené v tabul’ke 2. Pokyn pre ziaka: Povedz, aké
c¢islo som zahral.
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Tabul'ka 2. Ukazky uloh v subore

2x dupnutie

Uloha \ rieSenie
dvojciferné Cisla
Ul
3x potlesk 35
5x dupnutie
U2
6x potlesk 62

vymena poradia jednotiek a desiatok

U3
4x dupnutie
2x potlesk

24

U4
3x dupnutie
5x potlesk

53

trojciferné Cisla

us
3x lasknutie
2x potlesk
5x dupnutie

325

U6
5x lasknutie
3x potlesk

530

zautomatizovang)

Cisla, v ktorych zapise sa vyskytuje 0

trojciferné ¢isla - vymena poradia (stoviek, desiatok a jednotiek)
len pre tych, ktori zvladli predchadzajtace tlohy (kdédovanie je

administrator voli rozne d’alSie ¢isla, meni poradie cifier, zadava

u7
Ix dupnutie
2x potlesk
5x lusknutie

521
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Ak Ziak zvladne ulohy na vSetkych urovniach naro¢nosti, méze vytvarat vlastné navrhy
zvukov na zakddovanie prirodzenych cisel (napr. trojcifernych) a dostdva sa do roly
administratora. Existuje vel'a d’alSich moznosti na tvorbu zvukového kédu: r6zne druhy zvukov,
vydavanie zvukov pomocou roéznych predmetov a nastrojov (hra na tele, Orffove nastroje,

lyZice, hrnceky, plechovky a gul'6¢ky).
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5. Zaver

Prezentovany bol jeden z moznych pristupov k rozvoju pracovnej pamdti, pri ktorom za
prostriedok stimulacie boli zvolené matematické ulohy z oblasti aritmetiky. Proces rieSenia
uloh vyzadoval aplikovat' elementy hudobnej vychovy, konkrétne akustické reprezentécie
prirodzenych c¢isel, princip rytmickej hry na ozvenu (hra na tele, detské rytmické néastroje).
V medzinarodnom aj v narodnom (slovenskom) kontexte boli kreované mnohé navrhy
edukacnych aktivit, ktoré integruji obsah matematiky a hudobnej vychovy, pricom ich
zamerom je prioritne rozvijat' astimulovat myslenie deti a predpoklady na rozvoj
matematickych a hudobnych schopnosti (Cslovjecsek & Linneweber-Lammerskitten, 2011;
Hilton, Saunders, Henley, & Welch, 2016; Huddkova, 2015; Kopcakova, Pridavkova,
Simé&ikova, Hudakova, & Migasova, 2016; Luczak, 2015; Pridavkova & Simeikova, 2014,
2015, 2016;).

Tvorba a inkorporécia aktivit hudobného charakteru do matematickej edukacie je jednym
z cielov projektu KEGA 028PU-4/2019 rieSeného na Pedagogickej fakulte PU v PreSove.
Névrhy aktivit uvedeného zamerania budl spracované v elektronickej forme za tcelom ich
aplikacie do pregradualnej matematickej pripravy budacich ucitelov na predprimarnom
a primarnom stupni vzdelavania. Uroveii odbornych kompetencii u¢itela, jeho schopnost
vytvarat’ podnetné prostredie, v ktorom maji ziaci moznost’ aktivne participovat’ na rozvoji
vlastnych zru€nosti a stratégii — to vSetko su elementy ovplyviiujice kvalitu eduka¢ného
procesu (Westwood, 2004). Hudba, hudobno-pohybové, instrumentalne a percepcné ¢innosti
aplikované v matematickej edukécii reprezentuji prostriedky rozvoja schopnosti ucit’ sa,
myslenia, jeho jednotlivych zloziek, akou je aj pracovna pamét.
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