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THE PREDICTIVE POWER OF A MULTIDIMENSIONAL
MATHEMATICS ENGAGEMENT SCALE ON STUDENTS’
MATHEMATICS ACHIEVEMENT IN EKITI STATE, NIGERIA

Janet ADEGBUY %, Roseline SAMA?

! University of Ibadan, Institute of Education (Nigeria)

2 Alex Ekweme Federal University, Ndufu Alike (Nigeria)
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Abstract

This study examined the relationships between student engagement and academic
achievement using a multi-dimensional student mathematics engagement scale to determine the
engagement factors specifically relevant to students' mathematics achievements. A survey
design was applied in this study. A multistage sampling procedure was used to select a sample
of 1008 Senior Secondary School students from 24 schools in EKkiti State, Nigeria. Robust
6-dimensional student mathematics Engagement scales (SMES) with a reliability index of each
of the sub-scales of the SMES ranging from 0.68 to 0.87 were used to predict students’
achievement in mathematics. (These dimensions were: Personal Agency Engagement, Positive
Affective Engagement, Negative Affective Engagement, Positive Behavioural Engagement,
Negative Behavioural Engagement and Cognitive Engagement). Regression analysis of the
sub-scales showed that only Negative Behaviour Engagement predicted students’ achievement
in Mathematics (B =-0.12, t =-0.2952, p < 0.05). This implies that students with negative behaviour
engagement tend to perform poorly in mathematics. Teachers should use any opportunity to
select resources that can arouse students' interest and make them vigorous learners during
mathematics lessons for better performance.

Keywords: Student mathematics engagement scale, multi-dimensional, Prediction of Mathematics
achievement

1. Introduction

The ultimate goal in all educational endeavours is to realize meaningful achievement and
learning outcomes through a series of classroom instructional practices and student
engagement. By implication, there is a close link between engagement and achievement.
Consequently, an educational system with little or no meaningful student engagement will
barely bear positive outcomes.

Adegbuyi (2019) refers to student engagement as a multiple-dimensional concept
comprising six discrete dimensions namely; positive affective, negative affective, positive
behavioural, negative behavioural, cognitive and agentic or personal agency dimensions. These
six dimensions are interrelated. Positive affective engagement refers to students’ positive
responses to teachers, learning tasks, schools, classmates, and student's genuinely treasured
learning. Negative affective engagement denotes students’ negative reactions in the classroom.
These are the existence of annoyance, dryness, and worry.

Positive behavioural engagement describes the high level of students’ involvement in
teaching and learning activities in terms of devotion and effort (Salhab and Daher, 2023).
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Students display excellent performance during class. It also involves the effort students put
into their academics to effect a positive change in learning outcomes. This effort includes
participation, task completion, performance and natural skills (Sweet et. al, 2021). Negative
behavioural engagement refers to students’ level of apathy during class, inability to complete
homework and solve academic problems during class, and students’ truancy or coming late to
class.

Cognitive engagement describes students’ level of investment in class activity, appreciation
of the worth of learning and readiness to go beyond the least requirements (Capone and Lepore,
2022). It also involves the level of students’ persistence in solving academic problems, students’
perceptions and beliefs about course materials, and the readiness to put on the energy needed
to comprehend difficult concepts. Agentic engagement or personal agency refers to students’
deliberate, vigorous, and constructive influence on the drift of teaching they acquire through
questioning, articulating of favorites, and students’ demand for what they desire from the
teacher (Bui, 2023)

Although student engagement has been examined as a multi-dimensional concept (Hastie,
et. al 2022) and some studies have drawn attention to the positive relationships that exist
between student engagement and achievement, there is limited research directly investigating
the relationships between the different dimensions of student engagement and academic
achievement in mathematics in EKiti state. Therefore, the basic purpose of this study was to
examine the relationships between student engagement and academic achievement using
a multi-dimensional mathematics engagement scale to determine the extent to which
student engagement explains or predicts students’ mathematics achievement. In addition,
the engagement factors specifically relevant to the mathematics achievements of students were
also examined.

Research Question

1. How reliable are each sub-scales of the student Mathematics Engagement scale?

2. Is there any relationship among the identified factors of the Student’s Mathematics
Engagement scale?

3. Which of the student Mathematics engagement scale sub-scales is the best predictor
of Mathematics achievement?

Objective of the Study

This study examined the relationships between student engagement and academic
achievement using a multi-dimensional student mathematics engagement scale to determine the
extent to which student engagement explains or predicts students’ mathematics achievement.
In addition, the engagement factors specifically relevant to the mathematics achievements
of students were also examined to see how learning and achievement in Mathematics can be
improved.

2. Literature Review
2.1. Empirical Studies on Mathematics Engagement and Achievement

Yang, and Sanborn (2021) identified that active participation in mathematics classes and
consistent homework completion are robust predictors of academic success. Complementing
these findings, empirical studies have demonstrated that regular attendance and engagement in
mathematics-related activities are correlated with higher academic achievement (Tshering,
2024).
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Research by Han and Liou-Mark (2023) has shown that students who exhibit positive
emotional responses toward mathematics tend to perform better academically. This is supported
by studies, such as those by (Abin et. al, 2020) which confirm that students’ interest in and
enjoyment of mathematics are significant predictors of their achievement in the subject.

Syaiful, Huda, Mukminin, and Kamid, (2022) emphasized the role of cognitive strategies,
such as metacognition and critical thinking, in enhancing mathematics performance. Supporting
this, research by Minarni and Napitupulu (2020) indicated that students who utilize higher-
order thinking skills and effective study strategies in mathematics tend to achieve superior
academic results.

Wu, et al. (2022) found that positive peer relationships and supportive teacher-student
interactions significantly contribute to higher academic performance. Alam and Mohanty
(2023) highlighted the importance of a supportive social environment in nurturing mathematics
achievement among secondary school students.

Fung, Tan and Chen (2018) explored the relationships between student engagement and
mathematics achievement using a sample of 295,416, 15-year-old students from 11,767
secondary schools in 34 countries who participated in the Program for International Student
Assessment (PISA) 2012. Their research assessed affective, behavioral, and cognitive
engagement, revealing that more engaged students achieved higher scores, with cognitive
engagement showing the strongest relationship with achievement. Furthermore, students who
are highly engaged in at least two dimensions had higher achievement levels than those who
engaged in only one dimension.

2.2. Multidimensional Scales and Predictive Power

Maamin, Maat, and lksan, (2021) examined the relationship between student engagement
and mathematical achievement among secondary school students. They found that affective
engagement had the strongest predictive power for mathematics achievement, followed by
behavioural and cognitive engagement.

Quintero et al. (2022) developed and validated the Mathematics and Science Engagement
Scales, which measure engagement across behavioural, emotional, cognitive, and social
dimensions. Their work confirmed the multidimensional nature of engagement and its
predictive validity for academic performance.

3. Methodology
3.1. Research Design

A survey design of the Instrumentation research type was applied in this study. This type
of research authenticates large and small populations by selecting small participants from the
population to establish the connection that exists among constructs.

3.2. Sample and Sampling Technique

A multistage sampling procedure was used to select a sample of 1008 Senior Secondary
School 3 students. Participants were selected from 24 schools in Ekiti State, Nigeria. First, one
Senatorial District was randomly selected from the existing three Senatorial Districts in EKkiti
State. From the selected Senatorial District, there are five Local government areas out of which
four LGAs were randomly selected. From each of the selected Local government areas, simple
random sampling was used to select three public senior secondary schools and three private
senior secondary schools. Thus, the number of schools in this work was 12 public senior
secondary schools and 12 private senior secondary schools respectively. Finally, 42 SS2
students were randomly selected from each of the 24 schools (24 - 42 = 1008 students).
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3.3. Instrument: Students Mathematics Engagement Scale

The instrument consists of six sub-scales with 35 items of students’ mathematics
engagement scale viz: (Personal Agency Engagement, Positive Affective Engagement,
Negative Affective Engagement, Positive Behavioural Engagement, Negative Behavioural
Engagement and Cognitive Engagement). The scale was first constructed by Adegbuyi and
Adegoke (2017) through Exploratory Factor Analysis and Parallel Analysis with 45 items.
Thereafter, the scale was validated and standardized by Adegbuyi (2020) with 35 items through
confirmatory factor analysis and a graded response model of the IRT framework.

Table 1. Method of Data Analysis

Research Question

Statistical software package

1. How reliable are each sub-scales of the students’
Mathematics Engagement scale?

Alpha coefficient analysis

Reliability analysis using Ordinal

2. Is there any relationship among the identified factors of
the Student’s Mathematics Engagement scale?

package

Confirmatory factor analysis, AMOS

3. Which of the students’ Mathematics engagement scale

Inferential statistics using multiple
sub-scale is the best predictor of Mathematics achievement? | Regressions in AMOS package

4. Results and Discussion

Research Question 1: How reliable are each sub-scales of students’ Mathematics

Engagement scale?

Table 2. Reliability of all the 6 sub-scale of students Mathematics Engagement scale

Factor Name Ordinal | Cronbach’s | Cronbach's Alpha | No of
Alpha Alpha Based on Items
Standardized
Items
Factor 1 | Personal Agency Engagement 0.87 .846 .846 11
Factor 2 | Positive Affective Engagement 0.69 716 726 6
Factor 3 | Negative Affective Engagement |0.73 .843 847 7
Factor 4 | Positive Behavioural Engagement | 0.68 .676 .687 3
Factor 5 | Negative Behavioural Engagement | 0.73 124 727 4
Factor 6 | Cognitive Engagement 0.77 .691 .695 4

Table 2 shows the Ordinal alpha coefficient of each of the sub-scale of students’
Mathematics Engagement scale. The value of the ordinal alpha coefficient showed the
reliability of each of the sub-scale of students’ Mathematics Engagement scale which ranges
from 0.68 to 0.87. This shows that all the sub-scales of students' Mathematics Engagement scale

are reliable.

Research Question 2: Is there any relationship between the identified factors of students'

Mathematics Engagement scale?




Elementary Mathematics Education Journal

2024, Vol. 6, No. 1
ISSN 2694-8133

Table 3. Sample correlation coefficient between all pairs of factors

Sample Correlation Estimate
PERANG <--> | POSAFF .336
PERANG --> | NEGAFF -.116
PERANG - POSBEH 377
PERANG - NEGBEH -.269
PERANG - COGNIT .636
POSAFF - NEGAFF -.373
POSAFF - POSBEH 372
POSAFF - NEGBEH -.229
POSAFF - COGNIT 425
NEGAFF - POSBEH -.258
NEGAFF -- NEGBEH 459
NEGAFF -- COGNIT -.168
POSBEH -- NEGBEH -.193
POSBEH -- COGNIT 416
NEGBEH -- COGNIT -.269

Sample correlation coefficient between all pairs of factors was done to find the pattern of
relationships between the factors. The result of table 3 and path diagram in figurel showed that
the sample correlation between the factors ranges between -.373 to 0.636 meaning that the
factors correlate well, meaning that there exist connection among the latent variables. In other
word the items in the extracted factors are likely to be measuring the same trait.

PERANG

POSAFF

i,

NEGAFF

POSBEH

NEGBEH

COGNIT

Figure 1. Path diagram of sample correlation between the identified factors

of students' Mathematics Engagement scale

10
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Research Question 3: Which of the students' Mathematics Engagement scale sub-scale

is the best predictor of Mathematics achievement?

Table 4. Level of prediction of regression model

Model Summary®

R Adjusted Std. Error of the
Model R Square R Square Estimate
1 .1982 0.39 .034 6.879

Independent variable: Congnit_Eng, Neg_Aff_Eng, Pos_Beh_Eng,
Per_Ang_Eng, Pos_Aff_Eng, Neg_Beh_Eng

b. Dependent Variable: MATHS TEST

Table 4 provides the R, and R?, this was used to define the level of fitness at which
the regression model predicts the dependent variable. The value of R denotes the value of
multiple correlation coefficients. In this case, R represents the measures of quality of the
prediction of the Mathematics achievement test. Here, the value of .198 shows the level
of prediction ascribed to the Mathematics achievement test. The "R Square" shows the
squared multiple correlation coefficients. This refers to the amount of variance in the
dependent variable that can be accounted for by the independent variables. From the table,
all the latent variables explain 39 % of the variation in the Mathematics achievement tests.
This result indicates a good level of prediction which shows the fitness of the regression

model.

Table 5. The regression model fits

ANOVA?
Sum of Mean
Model Squares df Square F Sig.
1 Regression | 1936.507 6 | 322.751 6.821 .000°
Residual | 47364.350 1001 | 47.317
Total 49300.857 1007

a. Dependent Variable: MATHS TEST

b. Predictors: (Constant), Congnit_Eng, Neg_Aff Eng, Pos_Beh Eng,
Per_Ang_Eng, Pos_Aff_Eng, Neg_Beh_Eng

Table 5 shows the F column. The F examined how well the regression model fit the
data. The table displays that the measured variables significantly predict the mathematics
achievement test, F (6, 1001) = 6.821, p < .05 (i.e., the regression model has a good data fit

model).

11
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Table 6. Statistical significance of sub-scales of students' mathematics engagement

95.0%
Unstandardized | Standardized Confidence
Coefficients Coefficients Interval for B

Std. Lower | Upper

Model B Error Beta t Sig. | Bound | Bound

1 | (Constant) 22.561 2.057 10.968 | .000 | 18.525 | 26.598

Per_Ang Eng -.050 .039 -.048 -1.287 198 -.126 .026

Pos_Aff_Eng 130 .090 .056 1.446 | .148 -.046 307

Neg_Aff_Eng -113 .073 -.064 -1.541 24 | -257 .031

Pos_Beh_Eng 162 126 047 1.284 | .200 -.086 410

Neg_Beh_Eng -.302 102 -.115 -2.952 .003 -502 | -101

Congnit_Eng -.082 .096 -.033 -.859 390 -.270 .106
MATHS TEST

Unstandardized coefficients specify the extent to which Mathematics achievement test
varies with the measured variable when all other measured variables are held constant. Table 6
examined whether the value of unstandardized/standardized coefficient is equal to O in the
distribution. If p is less than .05, this suggested that the coefficients are significantly different
from 0. The p-value is found in the "Sig." columns. The result of table 6 shows that Negative
behaviour Engagement is statistically significantly different from O (zero), which means that it
has a unique contribution to the level of students’ performance in Mathematics with the value
of P =0.003 < 0.05. Not only that, figure 2 gives the pictorial representation of regression model
of students’ mathematics achievement and the six dimensions of students’ mathematics
engagement. However, with the result of table 6 and the graph in figure 2, Negative behaviour
Engagement appeared the best predictor out of the six sub-scales of students Mathematics
Engagement scale with the value of Beta = -.115.

iNeg_Beh_Eng

§ Congnit_Eng

ATHS TEST

04

Figure 2. Pictorial representation of students’ mathematics achievement
and the six dimensions of students’ mathematics engagement scale.

12
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5. Conclusion
5.1. Summary of Findings

The key outcomes of this study are as follows:

e The reliability coefficient of each of the sub-scales of students’ Mathematics
Engagement scale which ranges from 0.68 to 0.87 shows that all the sub-scales of
students' Mathematics Engagement scale are highly reliable.

e The correlation indices of all the sub-scales of students' Mathematics Engagement scale
range between -.373 to 0.636. The values indicate that the items of the scale were
meaningfully related and contributed to the construct being measured. In other word the
items in all the sub-scales measure students’ mathematics engagement.

e The six sub-scales were utilized to evaluate the level of students' Engagement in
Mathematics. The result showed that Negative behaviour had the largest influence on
the achievement of students in Mathematics.

5.2. Recommendations

Based on the outcomes of this work, the following recommendations were made:

e Teachers and school administrators need to identify those students with negative
dispositions toward mathematics during the teaching and learning processes and try to
occupy them in meaningful teaching and learning processes for high-level performance
in their classrooms.

e Teachers and educators should use any opportunity available to them to select some
resources that can stimulate the interest of students and make them vigorous learners
during mathematics lessons for better performance.

e Educationalists and teachers should be close to their students and select the necessary
method that will enable them to deliver interesting teaching that can increase the level
of students’ engagement in mathematics during their lessons.

References

Abin, A., Nufiez, J. C., Rodriguez, C., Cueli, M., Garcia, T., & Rosario, P. (2020). Predicting
mathematics achievement in secondary education: The role of cognitive, motivational, and
emotional variables. Frontiers in Psychology, 11, 523356.

Adegbuyi, J. Y. (2019). Construction and Use of Multidimensional Student Mathematics
Engagement Scale In Predicting Mathematics Achievement Among Senior Secondary
School Students In EKiti State, Nigeria [Doctoral Dissertation].

Alam, A., & Mohanty, A. (2023). Cultural beliefs and equity in educational institutions:
exploring the social and philosophical notions of ability groupings in teaching and learning
of mathematics. International Journal of Adolescence and Youth, 28(1), 2270662.

Bui, H. H. (2023). Directed Motivational Currents Through Group Projects: A Study Of
Vietnamese University Students [Doctoral Dissertation, University Of Essex].

Capone, R., & Lepore, M. (2022). From distance learning to integrated digital learning: A fuzzy
cognitive analysis focused on engagement, motivation, and participation during COVID-
19 pandemic. Technology, Knowledge and Learning, 27(4), 1259-1289.

13



Elementary Mathematics Education Journal 2024, Vol. 6, No. 1
ISSN 2694-8133

Fung, F., Tan, C. Y., & Chen, G. (2018). Student engagement and mathematics achievement:
Unraveling main and interactive effects. Psychology in the Schools, 55(7), 815-831.
https://doi.org/10.1002/pits.22139

Han, S., & Liou-Mark, J. (2023). Self-efficacy and attitudes towards mathematics of
undergraduates: A US and Taiwan comparison. Journal of Mathematics Education, 8(1),
1-15.

Hastie, P. A., Stringfellow, A., Johnson, J. L., Dixon, C. E., Hollett, N., & Ward, K. (2022).
Examining the concept of engagement in physical education. Physical Education and Sport
Pedagogy, 27(1), 1-18.

Maamin, M., Maat, S. M., & H. Iksan, Z. (2021). The influence of student engagement on
mathematical achievement among secondary school students. Mathematics, 10(1), 41.

Minarni, A., & Napitupulu, E. E. (2020). The role of constructivism-based learning in
improving mathematical high-order thinking skills of Indonesian students. Infinity
Journal, 9(1), 111-132.

Quintero, M., Hasty, L., Li, T., Song, S., & Wang, Z. (2022). A multidimensional examination
of math anxiety and engagement on math achievement. British Journal of Educational
Psychology, 92(3), 955-973.

Ryan, R. M., & Deci, E. L. (2020). Intrinsic and extrinsic motivation from a self-determination
theory perspective: Definitions, theory, practices, and future directions. Contemporary
educational psychology, 61, 101860.

Salhab, R., & Daher, W. (2023). University students’ engagement in mobile learning. European
Journal of Investigation in Health, Psychology and Education, 13(1), 202-216.

Sweet, J. J., Heilbronner, R. L., Morgan, J. E., Larrabee, G. J., Rohling, M. L., Boone, K. B.,
& Conference Participants. (2021). American Academy of Clinical Neuropsychology
(AACN) 2021 consensus statement on validity assessment: Update of the 2009 AACN
consensus conference statement on neuropsychological assessment of effort, response bias,
and malingering. The Clinical Neuropsychologist, 35(6), 1053-1106.

Syaiful, Huda, N., Mukminin, A., & Kamid. (2022). Using a metacognitive learning approach
to enhance students’ critical thinking skills through mathematics education. SN Social
Sciences, 2(4), 31.

Tshering, G. (2024). Perceptions of Teachers and Students Regarding the 10th Grade Students’
Homework in Perspectives: Academic Achievement and Practices. Asian Journal of
Education and Social Studies, 50(5), 403-412.

Wu, F., Jiang, Y., Liu, D., Konorova, E., & Yang, X. (2022). The role of perceived teacher and
peer relationships in adolescent students’ academic motivation and educational
outcomes. Educational Psychology, 42(4), 439-458.

Zhou, S., Zhou, W., & Traynor, A. (2020). Parent and teacher homework involvement and their
associations with students’ homework disaffection and mathematics achievement.
Learning and Individual Differences, 77, 101780.

14


https://doi.org/10.1002/pits.22139

Elementary Mathematics Education Journal 2024, Vol. 6, No. 1
ISSN 2694-8133

MATEMATICKE ULOHY A KOUZLA JAKO MOZNOSTI PRO
MOTIVACI V MATEMATICE
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Masarykova Univerzita, Pedagogicka fakulta
beranek@ped.muni.cz

Abstrakt

V piispévku je obsazeno nékolik zajimavych a netradicnich matematickych uloh a kouzel.
Tyto Ulohy lze vyuzit pfi motivaci zakt ke studiu matematiky a ziskavani jejich zdjmu
0 matematiku. Mezi nematematiky ptisobi podobné ulohy a kouzla velmi efektn¢; mohou vSak
u nich navozovat dojem, ze matematika je néco nadptirozeného, Ze se ji nelze naucit a podobné.
Proto je ukolem pro ucitele matematiky takové tlohy a problémy zdkiim zadéavat, spole¢né
Snimi objasnovat jejich matematickou podstatu a tim zvySovat jejich zdjem o uceni se
matematice.

Kli¢ova slova: matematicka uloha, Catalanova ¢isla, logické ulohy, délitelnost

MATHEMATIC PROBLEMS AND MAGIC TRICKS AS MOTIVATION
IN MATHEMATICS

Abstract

The article contains several interesting and unusual mathematic problems and magic tricks
which can be used while teaching mathematics for gaining and enhancing the pupils’ interest.
Such problems can be perceived by those who are not mathematicians as something
supernatural and can imply the idea that mathematics is impossible to be mastered. Therefore,
the teacher’s task is to assign such problems to their pupils while clarifying their mathematics
essence.

Keywords: mathematic problem, Catalan numbers, logic problems, divisibility

1. Uvod

Pfi individudlni praci s talentovanymi zaky Vv matematice hraje dtlezitou roli jejich
motivace. To vyzaduje vyhledavani vhodnych namétd, uloh a problémt pro matematické
vzdélavani téchto nadanych zakl. Kromé& moZnosti vyuZiti celostdtné organizovanych
matematickych soutézi (Matematickd olympiada a Klokan) a matematickych soutézi
organizovanych v regionech (Pythagoriada, Pikomat, ...) je velmi vyhodné i zadavani
zajimavych netradi¢nich uloh pfimo ve vyuce nebo v zajmovych krouzcich vénovanych
matematice. Tyto ulohy a problémy mohou soucasné pfispivat jak k motivaci zakl, tak
I k rozvijeni jejich matematického mysleni, kdy hravou formou mohou Zaci objevovat nové
matematické poznatky. Nekolik takovych uloh i matematickych hti¢ek obsahuje tento
prispevek. Zadani tloh je mozné piipadné upravit tak, aby motivovalo zaky k experimentovani
a hrani si pfi hledani feSeni. N&které z téchto tloh mohou poskytnout rovnéz ndmét pro dalsi
teoretické ivahy, pro ucitele a studenty ucitelstvi matematiky je vzdy stru¢né uvedeno
teoretické feSeni.
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2. Zajimavé a netradicni ulohy

Uloha 1: [Beranek, 2007, s. 17] Na obrazku je plan mésta Obdélnikova. Sedou barvou jsou
uvnitt planu vyznaceny domy, bilou barvou ulice. Postovni doruc¢ovatel ma kol dorucit dopis
Z posty P do domu D. Kolika riiznymi cestami muze jit, jestlize se miize pohybovat pouze na
sever a na vychod?

P

Obrazek 1. Plan mésta Obdélnikova

Reseni: Ulohu je vhodné bud’ fesit pomoci znazornéni (,,stromovy* diagram) nebo pomoci
vhodného oznaceni a Gsudku. Pii matematickém feSeni postupujeme takto: Povolené sméry
chiize ozna¢me S, V; tkolem je nyni urcit pocet vSech pétic pismen, sestavenych ze dvou
pismen S a tfi pismen V. VSech mozZnosti je deset (jedna se 0 permutace S opakovanim).
Podobné ulohy se vyskytuji pomérné Easto (,,prochazky po ¢tvercové siti“). V obecném
piipadé, oznac¢ime-li pocet vyskytu pismen S jako p a pocet pismen V jako g, je pocet vSech

(p-i:;{!)!l V naem zadéni je p = 2, q = 3, tedy P’ = 10.

p!

moznych cest uréen vztahem P’ =

Pozndmka: Ulohy kombinatorického charakteru se v matematickych soutézich vyskytuji velmi
¢asto. Podobného typu jako prvni tlloha je i tiloha druh4, jejimZz ndmétem jsou také prochazky
po Ctvercove siti. Prochazkou po Ctvercové siti se pfitom rozumi takova cesta, kterd vede pouze
po piimkach této sité (zména sméru je tedy mozna pouze v miiZovych bodech).

Uloha 2: [Beranek, 2008a, s. 45] Jsou dany &tvercové sité o rozmérech 3 x3a4 x4. Kolik
existuje ,,cest” po této Ctvercové siti z levého dolniho rohu do pravého horniho rohu, které
nepiekroci diagonalu?

Reseni: Zaci ziejmé budou postupovat, podobné jako v tiloze 1, experimentaln&. Hledané podty
cest jsou po fadé 5 a 14. ReSeni je ilustrovano nasledujicimi obrazky (pfevzato z Beranek,
2008a):

Obrazek 2. Tlustrace feSeni pro ¢tvercovou sit’ o rozmérech 3 x 3
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Obrazek 3. Ilustrace feseni pro ¢tvercovou sit’ o rozmérech 4 x 4

Pro ucitele nyni uvedeme i matematickou podstatu problému a jeho zobecnéni na sit' n xn
(viz Beranek, 2008a; Wikipedia, 2024). Nejprve problém piesné¢ matematicky zformulujeme:
Zvolme pocatek soutadné soustavy do levého dolniho rohu sité a pfedpoklddejme nyni, ze
pohyb v siti je realizovan pouze pomoci dvou typu taht: [X, y] = [x + 1, y] (4j. o jeden tisek na
“vychod”) a [X, y] = [X, ¥ + 1] (o jeden tsek na “sever”). Problémem je nyni urcit pocet
takovych cest z levého dolniho rohu do pravého horniho rohu, které nepiekroci diagonalu.
Hledany pocet cest je urcen tzv. Catalanovymi Cisly Cn. Pfi feSeni se nejprve odvodi rekurentni
vztah ¢ = Do Ci - €yt cestu vzdy ,rozdélime” bodem, v némz se poprvé dotkne
diagonaly (pfipousStime i pocatecni a koncovy bod cesty) a uzijeme princip soucinu. Na zakladé
rekurentniho vztahu lze nalézt obecny vztah pro pocet Catalanovych cCisel Cn. (teoretické
odvozeni lze nalézt v Beranek, 2008a; Wikipedia, 2024). Uvedeme pouze vysledek
(podrobnosti viz Beranek, 2008a, s. 43-44]) ve tiech moznych ekvivalentnich tvarech:

¢, = L.(Zn)’ ¢, = (2n)! ¢, = (Zn)_( 2n ),neN (1)

n+l \n T (n+1)! n!’ n n—1

Vztahy (1) ur€uji tzv. Catalanova ¢isla (byla studovana uz Eulerem). Poznamenejme, Ze prvni
dva ze vztahi plati i pro n = 0, zatimco tfeti nikoliv. Pro zafazeni tohoto problému do vyuky
1ze postupovat rizné. Na zakladni Skole se omezime pouze na praktické experimentalni urceni
Cn pro né€kolik prvnich hodnot n, viz Gloha 2; na Skole sttedni kromé¢ zminéného induktivniho
postupu lze uvést i vzorce (1) a procvicovat Upravy vyrazi s faktoridly a kombinacnimi ¢isly

2-(2n+1)
— CnPrOnE N,cq = 1). Pro

tiplnost jesté dodejme, e Catalanova &isla cn jsou licha pravé tehdy, kdyz n = 2~ 1. Pro viechna
ostatni n jsou suda. Catalanova c¢isla velmi rychle rostou; uvedeme nékolik prvnich hodnot
(v€etné hodnoty cy): 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900,
2674440, 9694845, 35357970, ... Lichymi cisly jsou skute¢né (nepocitame-li trivialni ptipad
pron =0) hodnoty c; = 5, ¢c; = 429, ¢;5 = 9694845 atd.

(pro Catalanova ¢isla plati zajimavé vztahy, napt. ¢,,,1 =
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Zaverem jiz zbyva pouze kratka zminka o Catalanovi. Belgicky matematik Eugeéne Charles
Catalan se narodil 30. 5. 1814 v Bruges. V roce 1841 ukon¢il studium na Ecole Polytechnique
v Pafizi. Jeho prvnim puasobistém byla Charlemagne College, kde ptrednasel deskriptivni
geometrii. Od roku 1865 pusobil na Univerzit¢ v Liége, od roku 1885 byl ¢lenem Belgické
akademie véd. N¢&jaky Cas byl rovnéz ¢lenem francouzské poslanecké snémovny. Zemiel 14. 2.
1894 v Liége. Zabyval se zejména teorii fetézovych zlomkd, deskriptivni geometrii, teorii Cisel
a kombinatorikou.

Uloha 3: [Beranek, 2008b, s. 38] Na rodinné oslavé se seslo nékolik &lend rodiny: otec,
matka, syn, dcera, bratr, sestra, bratranec, sestfenice, synovec, netef, stryc, teta (kazdy ma
k n€komu z pritomnych néktery z uvedenych piibuzenskych vztaht). Jaky nejmensi pocet osob
byl na oslave, jestlize vime, ze se v této rodiné neuzaviel zddny piibuzensky svazek?

Reseni: Nejmensi mozny poéet osob, vyhovujicich zadani, jsou étyfi, a to dva muzi a dvé Zeny
Vv ptibuzenském vztahu bud'to otec se synem a matka s dcerou nebo otec s dcerou a matka se
synem. Otec a matka jsou sourozenci (bratr a sestra), tzn. jejich déti jsou bratranec a sestfenice,
atd. Nejvétsim problémem pro zaky je uvédomit si fakt, ze otec a matka podle zadani tlohy
nejsou manzelé.

Uloha 4 [Beranek, 2008b, s. 41] Kouzelnik piinesl tii stejné krabice. Na jedné bylo viko
s napisem JABLKO-HRUSKA, na druhé JABLKO-JABLKO, na tieti HRUSKA-HRUSKA.
Potom tekl: ,,V krabicich jsou jablka a hrusky tak, jak to vidite na ndpisech na vikach, tedy
V jedné jsou dvé jablka, ve druhé dvé hrusky a ve treti jablko a hruska. Vika jsem vymeénil tak,
Ze ani jedno neni na spravné krabici. Miizete vytihnout jeden kus ovoce ze kterékoliv krabice
(ale jen z jedné). Do krabice se pritom nesmite podivat. Potom mi musite rict, ve které krabici
je jaké ovoce.* Ze které krabice maji déti vytahnout ovoce, aby spravné urcily obsah krabic?

Reseni: Protoze ani jedno viko neni na spravné krabici (a z teorie permutaci vime, Ze existuji
pouze dvé permutace tiiprvkové mnoziny, které neobsahuji pevny bod), mél kouzelnik pouze
dv€ mozZnosti, jak vika vyménit. UkaZeme je na obrazku (v hornim fadku jsou napisy na vikach,
ve spodnim obsah krabic (uvadime pouze zkratky):

JJ |HH | JH JH | JJ | HH

HH|{JH | JJ HH |[JH | JJ

Obrazek 4. Ukazka mozné vymeény vik na krabicich

Pokud vytahneme jakykoliv druh ovoce z krabice s vikem J J nebo H H, zjistime po chvili
pfemysleni nad obrdzky (podrobnosti neuvadime), Ze existuje vice moznosti, tj. nelze
jednoznacné odpovédét. Zajimavy je pripad, kdy vytdhneme ovoce z krabice oznacené J H.
V této krabici jsou bud'to jen dvé jablka nebo jen dvé hrusky. Vytahneme-li tedy jablko, Ize
jednoznaéné usoudit na ptipad podle levé tabulky, pfi vytazeni hrusky jde o tabulku pravou. Na
této uloze je dilezitd tvaha o permutacich, zjiSténi dvou uvedenych moznosti a nakresleni
obrazku. Déti musi vytahnout ovoce z krabice s vikem J H.

Uloha 5: [Beranek, 2008b, s. 41] Krél zaviel princeznu do jedné ze tif komnat hradni véze,

ve druhych dvou byli umisténi lvi. Honza pfiSel princeznu vysvobodit. Na dvefich prvni
komnaty nasel napis: ,,7ady princezna neni.“ Na druhych dvefich stalo: ,,V této komnaté je lev.*
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Na tietich dvetich byl napis: ,,Princezna je ve druhé komnaté.“ Jen jediny z téchto napist byl
pravdivy, ostatni dva byly nepravdivé. Kdyz Honza princeznu najde, dostane ji za manzelku.
Otevie-li vSak dvefe nespravné, sezere ho lev. Pomozte Honzovi urcit, ve které komnaté je
princezna.

Reseni: Budeme zkoumat tfi moznosti podle toho, ktery z napisi budeme povaZzovat za
pravdivy. Necht je pravdivy prvni napis, princezna je tedy ve 2. nebo 3. komnaté. Podle tietiho
napisu ale princezna neni ani ve druhé, coz je ve sporu s nepravdivosti tvrzeni na druhych
dvefich, za nimiz je skutecné lev. Piedpoklddejme, ze druhy népis je pravdivy, prvni a tfeti
nepravdivé; z nepravdivého prvniho napisu pak plyne, Ze je princezna v prvni komnaté. Dalsi
napisy tuto skutecnost jen potvrdi (ve druhé je opravdu lev a princezna neni ve druhé komnatg¢).
Musime ale zkoumat 1 tieti moznost, zda nema problém vice feSeni (Casta chyba studentt, kteti
pravdivy tfeti napis, musi byt princezna ve druhé komnaté. Podle nepravdivého prvniho napisu
musi ale byt i v prvni, coz je spor. Bezesporna je tedy pouze druhd z moznosti; pravdivy byl
druhy népis a princezna je v prvni komnaté.

Uloha 6: [Beranek, 2007, s. 20] Ofech a dvé tiesné stoji tolik jako jedno jablko. Jablko
a ofech stoji tolik jako jedna hruska. Dvé hrusky stoji tolik jako Sest tfe$ni. Za kolik ofechii je
jablko?

Reseni: Tato slovni tloha je jiz pomémé slozitda a vyzaduje krom& vhodného oznadeni
»Zruénost pii prave rovnic. Ze zadéani plyne: O +2T =1J,J+ O =H, 2H = 6T (tzn. H = 3T).
Do druhé rovnice dosadime vztah v zavorce, mame J + O = 3T, odtud 2J + 20 = 6T. Prvni
Z rovnic vynasobime tfemi (30 + 6T = 3J) a za 6T do ni dosadime z posledniho vztahu:
30 + (2] + 20) = 3J, odkud J = 50. Jablko je tedy za 5 ofecht. Otazkou ovsem je, jak si
suvedenymi rovnicemi poradi zaci. NejspiSe ziejmé zvoli experiment (tvorba tabulek),
pfipadné usudek. Ze prvnich dvou podminek zadani po uvaze plyne Ze H = 20 + 2T, ze teti
podminky plyne 2H = 6T, proto 2H = 40 + 4T. Dohromady plati 40 + 4T = 6T, tedy 40 = 2T,
tzn. T = 20. Podle zadani J = O + 2T, po dosazeni J = 50. I nyni dostavame feSeni, Ze jablko
je za 5 ofechi.

3. Matematické hricky a kouzla

S riiznymi matematickymi hfickami a kouzly se setkdvame pomérné casto. Zejména mezi
nematematiky pusobi takovd kouzla velmi efektn&. Problémem vSak je, Zze u lidi, ktefi
matematiku nemaji v oblibé a nezajimaji se o ni, mohou navozovat dojem, Ze matematika je
jako vé&da néco nadpiirozeného, Ze se ji nelze naucit a podobné&. Proto je ukolem, zejména pro
ucitele matematiky, tyto jevy vysvétlovat a objasiiovat jejich matematickou podstatu, kteréd
byva vétSinou velmi jednoduchd a snadno ji zvladnou nejen studenti oboru ucitelstvi pro
1. stupen ZS, ale i jejich Zaci. V tomto piispévku nékolik takovych hiiéek a kouzel ukazeme.

1. Magicka koule [Magicka koule - triky, kouzla a magie, 2023]
Po zadani webové adresy (http://www.ultrapc.cz/magicka-koule) se vygeneruje magicka koule
(viz obrazek na nasledujici strang). Ukol pro fesitele je nasledujici:

Myslete si libovolné dvojciferné cislo, sectéte jeho cifry a vysledek odectéte od piivodniho
cisla. V tabulce vyhledejte vysledné cislo a koncentrujte mysl na symbol vedle ného. Poté
kliknéte na magickou kouli.
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Na magické kouli se vzdy objevi symbol, na ktery jste se koncentrovali a ktery je uveden
u vysledného cisla. Jaké je zdavodnéni?

At je mysSlené ¢islo jakékoliv, vysledek je vZdy Cislo délitelné deviti. Oznac¢ime-li mySlené
Cislo xy, pak plati (10x +y) —(x +y) =9x, x =1, 2, ..., 9 (¢isla 90 a 99 vyslednym rozdilem
byt nemohou). U vSech ¢isel 9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81 se vzdy pii spusténi koule
vygeneruje tyZ symbol (pfi kazdém novém vygenerovani samoziejmé jiny).

99 ¢ 794 594 394 1901
98z 78Iy H8R- 385 BT
gr® I¥ & BV R 3R 17 &%
95 & VBl B5B&5 3BT 1B &
501 Y5 mp 585 &« 35« 153
94 § 7de 54 7 3de 14 L
93¢ 734 53 ¢ G3e 13w
G o 72 ¢ HE @ 320 124
910 71+ 51 O 3le 11H
09 JO0xH S0C 30C¢ 10
B9 B9 49 &£ 2o g o
BBe B8 0 48+ 284 B Y
87 « B7 2 47 @ 27 T 7@
BE &L BE 45 4 26@ 6 ([l
Denken Sie sich eine beliebige awestelige Zahl, Bo & BSH 45 T 25 5 ¥
Zahlen Sie dann die 2 Ziffem asammen ond aehenSe G4 D B4 ¢ 443 240 4 M
dosfrtns o 0t 830 B30 43C 23, 34
in der Tabsdls und korzentreren S sich auf dieses, Bz {' E2 L] 4d rJJ =22 'ﬂ 2 321
Klicken Sie darn dis Kristallkugal an, g1+ BTl My 212 142
BON BOLl 40,2 20. O &
Brispisk

Ihre Zahl: 32 »3+2=5 2 32-5=27
Design by wwwmesse-ideen.ds

Obrazek 5. Magicka koule

2. Hleddani idedlniho partnera (partnerky) [Kuncova, 2008]
Obcas se miizeme setkat s nasledujicim ukolem (ptivodni autor neni dohledatelny):

1. Zvol si libovolné prirozené cislo od 1 do 9
2. Toto cislo vynadsob tremi

3. K soucinu pricti cislo tri

4. Ziskané cislo znovu vynasob tremi

5. Urdi ciferny soucet vzniklého cisla

Podle cisla, které Ti vyslo, najdes sviij skutecny idol:
1. Albert Einstein
2. Ondrej Vetchy
3. Bill Gates
4. Mel Gibson
5. Michael Jackson

6. Brad Pitt

7. Arnold Schwarznegger
8. Boleslav Polivka

9. Hurvinek
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Jaké je matematické feseni této hiicky? Pti jakékoliv volbé ptivodniho Cisla vzdy vychazi
jako vysledek ¢islo devét. V seznamu idedlnich osob je proto vzdy prvnich osm sestaveno
Z nékterych populédrnich hercti, sportovcei a jinych vyznamnych osob, na devatém mist¢ je pak
osoba, kterd ma vyjit jako vysledek (néjaka zertovna postavicka nebo sam odesilatel dopisu).
Nyni nasleduje vysvétleni:

Zvolené ¢islo ozna¢me X. Jednotlivé kroky podle zadani lze pak zapsat takto:
X, 3%, 3Xx + 3, x + 9 = (10x + 9) —x = 10x + (9 —Xx), kdyz jsme v poslednim kroku vyuzili
jednoduchého um¢lého obratu. Ciferny soucet je X + (9 —x) = 9.

3. Hadani ¢isla 1 [Kuncova, 2008, s. 41]

Zvolte si tri po sobé jdouclt trojciferna cisla. Sectete je. Urcete ciferny soucet vypocteného
souctu, dale urcete ciferny soucet predchoziho ciferného souctu atd. Pokracujte tak dlouho, az
obdrzite jednociferné cislo. Cislo si zapamatujte. PFi pohledu na pitvodné zvolend tii cisla vam
reknu, k jakému vysledku jste dosli. Jak je to mozné?

Reseni: Zalezi na postaveni ¢isla délitelného tiemi mezi tfemi zvolenymi po sobé jdoucimi
¢isly. Kdyz bude v fad¢ jako prvni, dostaneme ¢islo 3, kdyz bude v fad¢ jako druhé, dostaneme
¢islo 9. Bude-li jako tfeti z nich, dostaneme vysledek 6.

lustrace (Cislo délitelné tfemi je vytisténo tuéné):

612 + 613 + 614 = 1839 1+8+3+9=21 2+1=3
311 + 312 + 313 =936 9+3+6=18 1+8=9
910 +911+912=2733 2+7+3+3=15 1+5=6

Diikaz: Cislo délitelné tfemi necht’ je a = 100x + 10y + z. Plati x + y + z = 3p, kde &islo
pe{l,23,4,5,6,7,8, 9} podle pfedpokladu, Ze zvolena Cisla jsou trojciferna. Odtud plyne
3p €{3,6,9, 12, 15, 18, 21, 24, 27}.

a) Necht’ a je na prvnim misté. Plati:

(100x + 10y + z) + (100x + 10y + z + 1) + (100x + 10y + z + 2) = 3(100x + 10y + z) + 3.
Ciferny soucet ¢isla 3(100x + 10y + z) je 3x + 3y + 3z = 9p, p € {1, 2, ..., 9}, odtud tedy
9p {9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81}. Ciferny soucet ¢isla 9p je vzdy roven 9.

Nyni ur¢ime ciferny soucet ¢isla 3(100x + 10y + z) + 3. S ohledem na piedchozi ivahy je roven
3X+3y+(3z+3)=9p+3;9p +3 {12, 21, 30, 39, 48, 57, 66, 75, 84}, ciferny soucet vSech
téchto ¢isel je 3 nebo 12, vysledny ciferny soucet je tedy 3.

b) Necht a je na druhém misté. Plati:

(100x + 10y +z —1) + (100x + 10y + z) + (100x + 10y + z + 1) = 3(100x + 10y + z). Stejné
jako v prvnim piipad¢, ciferny soucet ¢isla 3(100x + 10y + z) je 3x + 3y + 3z = 9p,
p e{l,2, .., 9} tedy 9p {9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81}. Ciferny soucet Cisla 9p je vzdy
roven 9.

) Necht a je na tfetim mistée. Plati:

Analogicky jako v ptedchozich dvou ptipadech, ciferny soucet Cisla 3(100x + 10y + z)
je vzdy roven 9; Nyni ur¢ime ciferny soucet ¢isla 3(100x + 10y + z) — 3. Ten je roven
3x+3y+(32-3)=9p -3;9p -3 {6, 15, 24, 33, 42, 51, 60, 69, 78}, ciferny soucet viech
téchto Cisel je 6 nebo 15, vysledny ciferny soucet je tedy 6.
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4. Hadani ¢isla 2 [Kuncova, 2008, s. 41]

Zvolte si libovolné prirozené cislo od 1 do 9. Vyndsobte toto cislo nejprve cislem 9 a soucin
potom jesté cislem 12 345 679 a sdelte mi vysledek; podle néj poznam cislo, které jste si mysleli.

Resenti: Je velmi jednoduché, uvedeme jej bez komentare:

-12345679=111111111
- 12 345 679 = 222 222 222
- 12 345 679 = 333 333 333
- 12 345 679 = 444 444 444
- 12 345 679 = 555 555 555
- 12 345 679 = 666 666 666
-12 345679 =777 777777
- 12 345 679 = 888 888 888
- 12 345 679 = 999 999 999

O© 00 NO Ol WN -
O O O O O© O O O O

5. Uréeni zasifrovaného data [Pere'man, 1985, s. 95]
Zvolte si libovolné datum v roce (den, mésic). Toto datum zasifrujte takto: Cislo oznacujici den
V mésici vynasobte cislem 12, cislo oznacujici mésic v roce vyndsobte cislem 31. Oba souciny
sectéte. Sdélite-1i mi soucet, vypocitam z ného myslené datum.

vvvvvv

celych ¢isel. Oznacime-li ¢islo dne v mésici jako X, ¢islo mésice v roce jako y a vypocteny
soucet jako c, vede tloha k feSeni neurcité rovnice

12x + 3ly =,

kdex,y e N, x <31,y <12 ceN, 43 <c <744. Tato rovnice je vzdy feSitelna, nebot’ ¢isla 12
a 31 jsou nesoudélna. V oboru piirozenych ¢isel vzdy existuje jediné feseni [X, y]. Jako piiklad
zvolme datum 24. 4., tedy x =24,y =4, ¢ = 288 + 124 = 412. Jedinym feSenim neurcité rovnice
12x + 31y =412 voboruN jex =24,y = 4.

Dulezité je nyni dokazat vyse uvedené tvrzeni, Ze v oboru pfirozenych ¢isel existuje pro kazdé
ptipustné Cislo ¢ vZdy jediné feSeni. Postupujeme sporem. Necht pro dané ¢islo c existuji dvé
rizna feSeni [Xl, yl], [Xz, yz], X1, X2 <31, Vi,Y2=< 12 . Plati tedy

12x, + 31y, = c,
12x, + 31y, = c.

Odecteme druhou rovnici od prvni, dostaneme 12(x; — X2) + 31(y: —Y2) = 0. Cislo 12(X1 — X2)
musi byt délitelné &islem 31. Protoze  <xi, X» < 31, plati X1 — X, <31. Cislo 12(x1 —X,) mtize
byt tedy délitelné Cislem 31 pouze pro x. — X = 0, tedy X1 = X.. Pak ale musi platit vztah
31(y1 —Y2) = 0, tedy y1 = y>. Dohromady tedy plati [x1, y1] = [X2, Y.

Posledni pozndmka se tyka mozné snahy ,,publika* zmast ptedkladatele tlohy zaSifrovanim
neexistujiciho data. V tom ptipadé ale rovnice bud’to nema Zadné feSeni nebo jich ma vice. Jako
ptiklad uved’'me, Ze ndm bylo oznameno ¢islo ¢ = 561. Obecnym feSenim sestavené neurcité
rovnice 12x + 31y = 561 je x = 39 —31t, y = 3 + 12t. Rovnice ma dv¢ kladna feseni [39, 3],
[8, 15], ktera ale oznac¢uji nemozna data.

22



Elementary Mathematics Education Journal 2024, Vol. 6, No. 1
ISSN 2694-8133

4. Zavér

Je nepochybné, ze motivace ma ve vyuce matematiky vyznamné a nezastupitelné misto,
a tedy je nutné hovofit o ni i s budoucimi uciteli matematiky, a to i na 1. stupni zékladni Skoly.
Motivovani studenti projevuji vétsi zajem o uceni se matematice a vétSinou dosahuji i lepSich
studijnich vysledkii. Motivovat zaky a studenty lze rGznymi zplisoby; mize to byt vyuziti
konstruktivistického uéeni, dnes zdiraziované zejména metodou VOBS (Vyuka orientovana
na budovani schémat), kdy Zaci sami vyvozuji nékteré poznatky, muze to byt vyuziti
historickych témat ve vyuce (napt. historické numerace, jednotky délky, obsahu a objemu
uzivané v historii apod.). Dalsi moznosti pro ziskavani zajmu o matematiku je zafazovani
zajimavych tloh a problému do vyuky. Nékteré naméty poskytnul i tento piispévek.
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Abstrakt (v jazyku ¢lanku)

V tomto ¢lanku su konkretizované vyskumné zistenia pripadovej stidie viazané na vyuzitie
technoldgie rozsirenej reality (AR) v Studentskych edukacnych navrhoch ¢innosti suvisiacich
s identifikdciou geometrickych telies a ich vlastnosti obsiahnutych v $kolskej geometrii na
primarnom stupni vzdelavania na Slovensku. V uvode je predstavena pouzita AR technologia
a autorsky vyvijana mobilna aplikacia Telesa 1, ktora umoziuje vizualizaciu 3D modelov
zakladnych geometrickych telies v skutocnom prostredi s naslednou nepriamou interakciou
ziaka s nimi. V ramci pripadovej Studie st zodpovedané tri vyskumné otazky S vyuzitim
deskripcie a analyzy ukazok studentmi metodicky spracovanych navrhov edukac¢nych ¢innosti
s integrovanym vyuzitim mobilnej aplikacie pracujicej s AR technoldgiou. Analyza navrhov
vychadza z teoretického ramca daného maticou TIM, v analyzovanych pripadoch sleduje
dosiahnutu uroven vzdeldvacieho prostredia a stupen integracie technoldgie AR.

KPacové slova: geometria, mobilna aplikacia, primarna edukacia, pripadova $tadia, rozsirena
realita, Studentské aktivity

EDUCATIONAL ACTIVITIES UTILIZING AUGMENTED REALITY
FOR DISTINGUISHING BASIC SOLIDS AND THEIR PROPERTIES
IN PRIMARY MATHEMATICAL EDUCATION - A CASE STUDY

Abstract

This paper presents the research findings of a case study investigating the use of Augmented
Reality (AR) technology in student-designed educational activities for identifying geometric
solids and their properties in primary school geometry education in Slovakia. The paper begins
with an introduction to the AR technology used and the author-developed mobile application
Solids 1, which enables the visualization of 3D models of basic geometric solids in the real
environment with subsequent indirect interaction of the pupil with them. Within the framework
of the case study, three research questions are addressed using the description and analysis of
examples of student-methodically processed designs of educational activities with integrated
use of the mobile application working with AR technology. The analysis of the designs is based
on the theoretical framework given by the matrix TIM, and in the analyzed cases, it follows the
achieved level of the educational environment and the degree of integration of AR technology.

Keywords: augmented reality, case study, geometry, mobile application, primary education,
student-designed activities
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1. Uvod

Vzhl'adom nato, ze deti sa s digitalnymi technoldgiami stretavaju od ¢oraz mladsieho
veku, zohravaju digitalne kompetentni ucitelia v oblasti vzdelavania uz v ich ranom detstve
kla¢ovu ulohu v pochopeni rizik, ale aj moznosti digitalneho sveta (Chaudron et al., 2018).
Viaceré legislativne dokumenty Rady Eurdpy odportcaju koherentny a vekovo primerany
pristup k sprostredkovaniu digitalnych zrucnosti a kompetencii, a to na vsetkych stupnoch
a vo vSetkych typoch vzdelavania. Rovnako odporucaju, aby ¢lenské Staty, ato od zaciatku
povinnej Skolskej dochadzky, podporovali sprostredkovanie vysokokvalitného vzdelavania
prostrednictvom vedecky podlozenych pedagogickych metdd s cielom ponuknut’ vsetkym
uciacim sa moznost’ rozvijat’ svoje digitalne zru¢nosti a kompetencie integrované do réznych
oblasti, predovsetkym vSak do oblasti vedy, technologie, inZinierstva, umenia a matematiky.
Aktualnou sa javi podpora digitalnych zruénosti potrebnych na rozpoznavanie pouzitia Al a na
vyuzivanie imerzivnych technolégii, ako napr. virtualnej reality, rozsirenej reality, simulacie
a hier vo vzdelavani (Council of the European Union, 2021, 2023).

Realizované vyskumy naznacuju, ze vyuzitie uvedenych technologii v matematickej
edukacii prebichajicej uz na zakladnych skolach moéze podporovat’ aktivne ucenie ziakov
(Volioti et al., 2023) a zvySovat’ zaujem o matematické vzdelavanie (Demitriadou et al., 2020).
Technologia rozsirenej reality (augmented reality, skr. AR) vykazuje vel’ky potencial produkovat’
prospesnu metodicki zmenu vo vyucovani matematiky a opraviiuje zainteresovanych k tvorbe
matematickych ucebnych materidlov v AR (Fernandez-Enriquez & Delgado-Martin, 2020).
K takymto novovyvijanym digitdlnym ucebnym materidlom, ktor¢é moézu ucitelia ¢i
vychovavatelia v ramci svojho pedagogického pdsobenia na Skolach a v $kolskych zariadeniach
vhodne integrovat’ do matematickej edukacie, patria aj mobilné aplikacie pracujuce s AR.
Pertraktovanymi poziadavkami su odborna erudovanost’ si¢asnych i buducich pedagogickych
zamestnancov vo viacerych oblastiach, predovSetkym vSak v matematickej a digitalnej
(Laitochova et al., 2020; Liptak, 2023; Mokris et al., 2023; Pridavkova, 2023) ako aj aktudlna
dostupnost’ kvalitnych a vo vyucbe skolskej matematiky pouziteI'nych zdrojov (Dofkova et al.,
2020).

Na Pedagogickej fakulte PreSovskej univerzity v PreSove st poskytované moznosti
aktivne sa zapojit' do ¢innosti vyuzivajicich pracu s AR zdrojmi uz Studentom bakalarskeho
stupna Stadia v akreditovanom studijnom programe Predskolska a elementarna pedagogika,
a to vramci absolvovania povinnych ipovinne volitelnych predmetov z korpusu ich
pregradualneho matematického vzdelavania. V tomto ¢lanku svoj zdujem upriamime na oblast’
metodického spracovania edukacnych aktivit samotnymi Studentmi. Nasim vyskumnym
zamerom bolo zistit’, ¢i a do akej miery dokaze Student samostatne spracovat’ autorsky navrh
vzdelavacej aktivity s integrovanou AR technologiou do matematickej edukacie na primarnom
stupni vzdelavania.

2. AR technolégia

Studentom dostupné mobilné aplikacie pracujuce s AR vyuZivaju technolégiu spadajicu
do kategorie anchore-based AR. Ako naznacuje jej nazov, koncept tejto technologie vyuziva
pracu s kotvami (anchore). Existencia kotiev je jednym z najvyznamnejSich rozdielov medzi
virtualnou a roz$irenou realitou a pomaha riesit’ kI'icovy problém AR aplikacii: integraciu
skutoéného a virtudlneho sveta. Nutnostou je schopnost’ aplikacie za pomoci senzorov
pritomnych Vv inteligentnom mobilnom zariadeni (smartfon, tablet) detegovat’ a sledovat’
objekty redlneho sveta. Kotvy si v tomto pripade chdpané ako objekty, ktoré¢ AR aplikacia
dokédze rozpoznat'. V praxi teda moZzno, V zavislosti od aktivatorov, rozliSovat’ rozny typy
kotiev (obr. 1).
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umiestnené na stol, umiestnené na umiestnené blizko umiestnené na umiestnené blizko
podlahu alebo iny stenu, stlp alebo iny 2D obrazu rozpoznané I'udské existujiceho 3D
rovny povrch, vertikalny povrch, existujiceho v tvare alebo do ich objektu v realnom

; : 2 . realnom svete blizkosti, svete (fyzicky

* vodorovna vodiaca * zvisld vodiaca (plagit, malba, QR predmet)
mriezka predstavuje  mriezka predstavuje code) ? 2 mozno uréovat’ 2
rovinu, rozpoznany stenu alebo iny i umiestnenie * deteguje objekty
povrch, na ktory sa rozpoznany *  po rozpoznani objektov na zaklade zodpovedajice
virtudlny 3D objekt  vertikalny povrch, vodiaceho obrazku ich relativne;j skenu predmetu a
umiestni. na ktory sa objekt sa na fiom, resp. nad  polohy k vodiacej k ich polohe ukotvi

umiestni. nim objekt zobrazi. tvari. virtualny objekt.

Select to Edit

Obrazok 1. Typy kotiev v anchore-based AR

Napriklad v pripade horizontalnej kotvy, inteligentné mobilné zariadenie s integrovanym
fotoaparatom zobrazi na displeji zariadenia obraz realneho sveta a v niom hl'ada a identifikuje
rovnu textarovanu plochu: podlahu, dosku pracovného stola alebo lavice. Po oznaceni miesta
vyskytu kliknutim na displej zariadenia na nom zobrazi aplikaciou preddefinovany virtudlny
3D model. S tymto modelom moze pouzivatel nasledne cielene interagovat’ — priblizit’ sa
k nemu, obist’ ho, odist’ od neho a opdtovne sa k nemu vratit’ ¢i skimat’ ho napriklad z vtacej
perspektivy. Nutnostou je vSak kontinualne snimanie plochy, ktord bola na pouzivanom
zariadeni kliknutim oznacena (obr. 2).

Matematika v AR
Telesa 1

Obrazok 2. Praca s mobilnou aplikaciou vyuzivajucou podporu anchore-based AR
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3. Pripadova Studia

Nasim vyskumnym ciel'om bolo zistit’, ¢i a do akej miery dokaze Student Studijného odboru
Predskolska a elementarna pedagogika samostatne spracovat’ autorsky navrh vzdelavace;j
aktivity s integrovanou AR technologiou pre potreby matematickej edukacie na primarnom stupni
vzdelavania. V ramci realizacie vyskumu sme sa zamerali na zodpovedanie nasledujtcich
vyskumnych otazok:

1. V akej miere budu Studenti cielovej skupiny ochotni spracovat’ navrh vzdelavacej
aktivity s integrovanou AR technologiou pre potreby matematickej edukacie realizovanej
na primarnom stupni vzdelavania?

2. Aky typ vzdelavania budu pri integracii preferovat’?

3. Aku uroven integracie budd v didaktickom navrhu uprednostiovat'?

3.1. Ciel'ova skupina, metédy

Ciel'ova skupina bola kreovana z dostupného zamerného vyberu 43 Studentov 3. ro¢nika
bakalarskeho stupna externej formy stadia v akreditovanom studijnom programe predskolska
a elementarna pedagogika. Tito Studenti Si vV ramci svojho Stadia vybrali povinne volitel'ny
predmet Matematika a poc¢ita¢. Z nich sa aktivne zucastnilo vzdelavania realizovaného v dvoch
pathodinovych blokoch 39 Studentov. Vzdeldvanie bolo podporené multimedidlnym
spracovanim Studijnych materidlov v e-kurze predmetu, online komunikéciou s vyuzitim MS
Teams a offline komunikaciou s vyuzitim diskusnych for a komentarov. Komentare boli
v e-kurze dostupné len vyucujicemu a konkrétnemu Studentovi S vazbou na predmetny obsah
navrhu, ktory Student chcel, resp. potreboval odkonzultovat'.

Néavrhy aktivit, spracované elektronicky do podoby zadani, ktoré bolo mozné do tejto Stadie
zaradit, vzhl'adom na vyber mobilnej aplikacie odovzdalo 20 Studentov.

V predkladanej §tidii st spracované zistenia podmienené faktorom pouzitia integracného
nastroja v podobe mobilnej aplikacie Telesa 1. Vychadzajic z poziadavky triangulacie metod
zberu tdajov v kvalitativne orientovanom vyskumnom $etreni, boli do pripadovej stidie zahrnuté:

e pisomné artefakty v podobe spracovanych zadani Studentov,

e obrazovy material v podobe fotodokumentacie vytvorenej Studentmi,

e zdokumentovand komunikécia v podobe komentarov priebezného hodnotenia didaktického

navrhu, reakcii nan a prispevkov Studentov v diskusnom fore.

3.2. Vyskumny nastroj

Pre potreby spracovania navrhu boli Studentom poskytnuté dve autorsky vyvijané mobilné
aplikacie, ktoré si mohli stiahnut’, nainstalovat’ a ich funk¢nost’ odsktsat’. Z nich jednu, nimi
vybranu aplikaciu, mali nasledne zapracovat’ do svojho navrhu matematickej aktivity.

Mobilna aplikdcia Telesa 1, ktora bola pouzita ako integracny néstroj a spdsob jej integracie
je v studii sledovany, zabera v zariadeni 80 MB pamite a pracuje pod operaénym systémom
Android. Pri vybere bola zohl'adnend dominancia tohto opera¢ného systému v eurdpskom
priestore. Podl'a informacii Statcounter (2024) na trhu mobilnych opera¢nych systémov az
7 z 10 smartfonov pracuje pod operacnym systémom Android, zatial’ ¢o dva zo zvysnych troch
maju s najvacSou pravdepodobnostou systém iOS. Celosvetovo sa predpoklada, ze miera
penetracie pouzivatelov AR bude v roku 2024 52,8 % a do roku 2028 narastie na 55,9 %.
To znamena, ze kazdy druhy pouzivatel smartfonu bude taktiez pouZzivatel'om aplikacie
pracujucej s AR technologiou (Statista, 2023).

Vychadzajuc z prehl'adovej analyzy relevantnych bibliografickych zdrojov (Hnatova,
2023) bola pre obsahové matematické zameranie pripadovej stidie zvolena oblast’ geometrie.
V naSej snahe vytvorit' obsahovo 1 uzivatel'sky privetivii aplikdciu zamerani na potreby
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primarnej matematickej edukacie bolo z formalneho hladiska v nej zvolené jednoduché
jednourovinové ovladanie. Pouzivatel' aplikacie ma v hlavnhom menu mozZnost' vybrat si
konkrétne teleso kliknutim na tlac¢idlo s jeho nazvom. To sa nasledne, S vyuzitim anchore-based
AR s horizontalnou kotvou, nepriamo zobrazi v jeho realnom svete, t. j. zobrazi sa na displeji
nim pouzivaného mobilného zariadenia (obr. 2).

4. Vyskumné zistenia

Dolezitym Cinitelom ovplyviiujucim ochotu Studentov metodicky spracovat navrh
matematickej aktivity s pouzitim zvolenej technoldgie je fakt, ze jeho odovzdanie nebolo
nutnou podmienkou uspesného absolvovania predmetu. Avsak, v pripade jeho spracovania
a odovzdania, bolo hodnotenou stiéastou portfolia Studenta.

Pri zistovani odpovede na prva vyskumnt otazku: ,,V akej miere budi Studenti ciel'ovej
skupiny ochotni spracovat’ navrh vzdelavacej aktivity s integrovanou AR technoldgiou pre
potreby matematickej edukacie na primarnom stupni vzdelavania? vychadzame z deskripcie
aktualneho stavu a jeho porovnania so stavom ochoty Studentov spracovavat’ a odovzdavat
vystupy d’al§ich zadani zaradenych do portfolia, ktoré nemali Ziaden stvis S integraciou AR
technologie do primarnej matematickej edukacie (obr. 3).

Navrhy edukaénych aktivit s AR Studentské zadania v portféliu
35 50
30 i
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25 o 2 2 . = :
20 bez app MathAR | 30
15 app PU MathAR | 20 _ 20

+ D app MK MathAR 31 32

6

odovzdané neodovzdané 1 2a 2b 3a 3b 4

Obrazok 3. Aktualny stav ochoty Studentov spracovat’ navrh edukacnej aktivity
s integrovanou AR technologiou (vI'avo) v porovnani s ochotou Studentov spracovat’ ostatné
zadania z portfolia predmetu (vpravo)

V ramci deskripcie aktualneho stavu sme zistili, ze 6 z 39 studentov (t.j. 15,38 %) predmetny
navrh aktivity neodovzdalo. Poc¢et odovzdanych zadani (33 zadani; 84,62 %) sa v porovnani
s pocetnost'ou celého portfolia nachadza pod jeho priemerom (M,;; = 34,167 > 33) avsak
vV 95% intervale spol'ahlivosti (32,12 < 33 < 36,22). V absolitnom aj relativnom vyjadreni
33 odovzdanych zadani presahuje zistené minimum (31 odovzdanych zadani; 79,49 %). Pocet
odovzdanych zadani s integrovanym vyuZzitim AR teda nie je moZzné povaZzovat za odl'ahlu
hodnotu. Mozno predpokladat’, ze tudenti svojou ochotou spracovat’ navrh edukac¢nych aktivit
s integrovanou AR nijak vyznamne nevybodili z priemeru ochoty spracovat akékol'vek iné
zadania, t. J. zadania bez poziadavky integrovat AR do daného vzdelavacieho prostredia.

Rovnako bola deskriptivne zistovana odpoved’ na druht vyskumnu otazku: ,,Aky typ
vzdelavania budu Studenti pri integracii preferovat?* Pri zistovani odpovede vychadzame
z predpokladu, zZe absolventi Studijného programu predSkolska a elementarna pedagogika mézu
posobit’ v skolach alebo Skolskych vychovno-vzdelavacich zariadeniach v poziciach ucitel
materskej Skoly a vychovavatel’ v zariadeniach pre deti predskolského a mladsSieho Skolského
veku (t. j. v skolskych kluboch deti — d’alej len SKD, v 8kolskych strediskach zaujmove;
ginnosti — d’alej len SSZC a v centrach vol'ného ¢asu — d’alej len CVC).
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Taktiez vSak patria do skupiny S$tudentov, ktory st potencionalnymi zaujemcami
0 nadvézujuce $tadium na magisterskom stupni studia v akreditovanom programe ucitel'stvo
pre primarne vzdelavanie. Toto ich profesionalne smerovanic sa odraza v dominantnom
zastipeni dvoch kategorii, pre ktoré boli Studentmi ndvrhy edukacnych aktivit vytvarané (Skola
a SKD, obrazok 4 — vpravo). Mozno predpokladat’, e rozloZenie ich zaujmu medzi formalne
a neformalne vzdelavanie (obrazok 4 — vl'avo) koreSponduje s pozitivnou orientaciou Studentov
na tie pedagogické prostredia, ktoré st im zname a Vv ktorych uz maju, vzhl'adom na nimi
zvolenu externu formu Studia, pripadne aj nadobudnuté konkrétne pedagogické skusenosti.

Preferencia typov vzdeldvania Preferencia $kél a $kolskych vychovno-
12 vzdeldvacich zariadeni
10
8 gové | 10 9 3
6 9 skp | 8
(mpaS ©
4 8 : . ,
2 @ M3 . 1
2
0 0
formalne vzdeldvanie neformalne vzdelavanie MS z5 SKD cve

Obrazok 4. Preferencie Studentov pri vybere typu vzdeldvania (vlavo), Skoly, resp. Skolského
vychovno-vzdelavacieho zariadenia (vpravo)

Analyza urovne integracie AR technologie v néavrhu je vychodiskom pre hladanie
odpovede na tretiu vyskumnu otazku, pricom vychadza z pedagogicky zameraného modelu,
ktory zohl'adiuje planovanie, popis a hodnotenie integracie technologii — TIM. Tento model
poskytuje ramec pre umiestnenie technoldgie do konkrétneho vyucovacieho prostredia. Je
usporiadany do piatich charakteristik zmysluplného vzdelavacieho prostredia a vyuziva pat
urovni integracie (Harmes et al., 2016). Ich vzajomné prieniky vytvaraji integracnii maticu
rozmerov 5 X 5, ktora dovoluje vyskumnikovi pracovat’ s horizontalnou i vertikalnou liniou
¢lenenia integracie.

V horizontalnej linii mozno identifikovat’ (FCIT, 2019):

e uroven vstupu (level entry); v ktorej ucitel pouziva technologiu na poskytovanie
vzdelavacieho obsahu v danom rozsahu ucebnych osnov, uroven zahifia poctvanie
alebo sledovanie obsahu prostrednictvom vybranej technoldgie, ziaci moézu ale nemusia
mat’ K tejto technologii priamy pristup;

e turoven prijatia (level adoption); kde ucitel’ rozhoduje o tom, ktory technologicky
nastroj pouzije, kedy a ako ho pouzije, priCom Ziaci pracuju S technologiou obmedzene
len v ramci konkrétnych typov tloh zahfnajacich procesné pochopenie;

e Uroven rozsirenia (level adaptation); v ktorej ucitel’ vedie Ziakov k nezavislému pouzivaniu
technologickych nastrojov, Ziaci st schopni pracovat bez priamych proceduralnych
pokynov od uitel’a a za¢inaji skiimat’ r6zne sposoby vyuzitia technologickych nastrojov;

e uroven infuzie (level infusion); ucitel’ integruje do vyucby rozne technologické nastroje,
ziaci s schopni robit’ informované rozhodnutia o tom, kedy a ako tieto rozne nastroje
pouzivat’

e turoven transformacie (level transformation); kde ucitel’ sluzi ako sprievodca, mentor
a model pri pouzivani technolégie, ziaci koncep¢ne chapu pouzitie technologickych
nastrojov, sami riadia ich pouzivanie, resp. su povzbudzovani k nekonven¢nému spdsobu
ich vyuzivania.
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Vertikalna linia modelu TIM rozlisuje nasledujuce charakteristiky vzdelavacieho prostredia
(FCIT, 2019):

aktivne (activite learning); v ktorom je angazovanost' Studentov kl'icovou zlozkou
zaradenia, vyskumnikovi dovoluje detailnej$ie rozliSovat medzi prostrediami,
v ktorych Ziaci pasivne prijimaji informacie, a prostrediami, v ktorych Ziaci uplatiiujt
svoj aktivny pristup k ziskavaniu, upeviiovaniu, resp. hodnoteniu ziskanych vedomosti,
zrucnosti a schopnosti;

kolaborativne (collaborative learning); popisuje mieru, do akej sa technologia pouziva
na umoznenie, ulah¢enie, pripadne na zlepSenie prileZitosti ziakov pracovat’ so svojimi
rovesnikmi alebo aj s inymi externymi odbornikmi. Téato charakteristika zohl'adnuje
pouzitie konvencnych ndstrojov kolaborativnej technoldgie ako aj inych druhov
technologickych nastrojov podporujucich spolupracu ziakov medzi sebou i S ostatnymi
aktérmi vzdelavania;

konstruktivne (constructive learning); opisuje vyucbu zamerant na ziaka, ktord mu
umoznuje pouzivat technologické ndstroje na prepojenie novych informdcii s ich
predchadzajicimi znalostami. Téato charakteristika sa tyka flexibilného vyuzivania
technoldégie na budovanie vedomosti spdsobom, ktory je pre kazdého ziaka
najvhodne;jsi;

autentické (authentic learning); zahifia pouzivanie technologie na prepojenie
vzdelavacich aktivit so svetom mimo vyucovacieho prostredia. Tato charakteristika sa
zameriava na rozsah, v akom sa technologia pouziva na umiestnenie ucenia do
zmysluplného kontextu, zvySenie jeho relevantnosti pre uciaceho sa a vyuzitie
vnutornej motivacie ziakov;

na ciel’ zamerané (goal-distrected learning); popisuje sposoby, akymi sa technologia
pouziva na stanovovanie cielov, planovanie aktivit, sledovanie pokroku
a vyhodnocovanie vysledkov. Tato charakteristika sa zameriava na to, do akej miery
technoldgia umoznuje, ul’'ah¢uje alebo podporuje zmysluplnt reflexiu a metakogniciu.

Uvedené charakteristiky tvoria vychodisko nasledujucich analyz troch pripadov — vystupov
Studentiek, ktoré boli spracované v podobe navrhov eduka¢nych aktivit vyuzivajucich
integracny nastroj - mobilnu aplikaciu Telesa 1. Z jednotlivych pripadov Vv tomto prispevku
vyberame, citujeme a analyzujeme realiza¢nti ¢ast’ navrhu.

4.1. Pripad Lucia

., Deti sedia v kruhu na koberci a ja im davam hdadanky zamerané na priestorové utvary.
Ked' deti vsetky hadanky uhadnu, ukazem im na interaktivnej tabuli obrazky, na ktorych je
gula, valec a kocka. Nasledne si tieto utvary pomenujeme a diskutujeme o tom, c¢o nam
jednotlivé utvary pripominaju a aké maju vlastnosti. Aby lepsie pochopili, 0 com sa
rozpravame, a aby mali aj redlnu predstavu o utvaroch, ktoré su na obrdzkoch, vyuZijem
mobilnu aplikaciu. Najprv detom ukazem, ako sa s aplikaciou pracuje a ndsledne dam
detom moznost, aby sa pozreli na tieto utvary z roznych uhlov. Pytam sa deti, co ich zaujalo
alebo mozno prekvapilo, ked vidia priestorové utvary v takejto aplikacii.
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Obrazok 5. Fotodokumentacia pouzitia AR z navrhu Lucie

Analyza navrhu:

Lucia vo svojom popise navrhu realizdcie pouziva AR technologiu na poskytovanie
matematického obsahu v rozsahu danom statnym vzdelavacim programom predmetu s cielom
identifikovat’, rozlisit a pomenovat zakladné priestorové tutvary — kocku, gulu a valec.
Technoldgia je v jej navrhu vyuzivanad ako dopliujuci vizualizaény prostriedok upevnenia
poznatkov o tychto elementarnych telesach. Podl'a fiou kladenych otazok uvedenych v navrhu
mozno usudit, ze AR sluzi skor ako motivany Cinitel na vyvolanie zdujmu ziakov
o prezentovany matematicky obsah. Pri integrovani technologie do vzdelavacieho prostredia je
dominujucim aktivhym pouzivatelom technolégie Lucia ako ucitel’ka, ziaci mdzu, ale tiez
nemusia mat’ priamy kontakt s uvedenou technolégiou. Analyzu uzatvarame konstatovanim, ze
Lucia aktivizovala deti moznost'ou vyskuasat” si pracu s mobilnou aplikaciou a naslednou
diskusiou o0jej vystupoch, ¢&im pre nich vytvorila aktivne vzdelavacie prostredie.
V popisovanom pripade bola dosiahnuta prva, t. j. vstupna troven integracie AR do aktivneho
vzdelavacieho prostredia.

4.2. Pripad Eva

Stanoviste AR

,, Stiahnutu aplikaciu v tablete dame k dispozicii detom, nech si ju otvoria pomocou navodu
z ilustrovanych obrdzkov. Po vybrati pozadovaného utvaru, v nasom pripade sa jedna
o kocku, ju deti mozu zobrazit' a pozorovat zo vsetkych stran a uhlov. Nabadame ich zapisat
si, ¢o pri svojom pozorovani zistili (pocet vrcholov, hran a stien). ... Vysledky z jednotlivych
stanovist' si Ziaci porovnaju. ... Deti za pracu pochvalime. “

KOCKA KOCKA

Pocet vrcholov:
Polet hrén:
Poclet stien:

Pocet vrcholov:
Pocet hran:
Polet stien:

KOCKA KOCKA

Pocet vrcholov:
Pocet hrén:
Poclet stien:

Pocet vrcholov:
Pocet hran:
Pocet stien:

Obrazok 6. Pripravené pozorovacie harky pre jednotlivé stanovistia
z Evinho navrhu matematickej aktivity
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Je potrebné doplnit, ze Eva v uvedenom didaktickom navrhu pripravila celkovo styri
stanovistia, medzi ktorymi sa vytvorené skupinky deti maja cyklicky presuvat. Pre kazdé
stanoviSte je pripraveny podporny material (pozorovaci harok, Stvorcova siet, stavebnica
z kociek, Sparadla, plastelina, obrazkovy navod pre pracu s mobilnou aplikéciou).
V nasledujlicej analyze sa primarne zameriame na stanoviste AR.

Analyza navrhu:

Zvolenou organiza¢nou formou prace V spracovani SVOjho navrhu vytvara Eva pri
stanovisti S AR nielen aktivne, ale predovsetkym kolaborativne vzdelavacie prostredie. Ponuka
pre kazdd skupinu pripraveny pozorovaci harok apokynmi nabada deti k spolocnému
zaznamenaniu a overovaniu si ziskanych vedomosti S vyuzitim nain$talovanej mobilnej
aplikécie.

V popise realizacie aktivity pouziva vybranii mobilna aplikaciu s AR technologiou
konvenénym sposobom, t. j. ona ako ucitel’ka rozhoduje o tom, ktory technologicky nastroj
bude pouzity, kedy aakym spésobom bude pouzity. Expozicia ziakov je dana obsahom
pozorovacieho harku. V nom je pozadované doplnenie konkrétnych, jednozna¢ne danych
udajov zahfnajucich procesné pochopenie matematického obsahu. Technologia AR je pouzita
ako jeden z vyskumnych ndstrojov umoziujuci alternativny sposob vizualizacie kocky
v trojrozmernom priestore. Detom dovol'uje zistit,, resp. overit’ si ziskané poznatky z inych
stanovist. V tomto navrhu mozno integraciu technologie zhodnotit’ dosiahnutim adopcnej
urovne integracie AR Vv kolaborativnom vzdeladvacom prostredi.

4.3. Pripad Monika

,,Chodim hladam, ¢o mam znat,
podte mi deti pomahat.
Po *vonku sa prejdime
a takyto utvar ndjdime.
* triede, skole, dvore, atd’.

., Kazda dvojica si v aplikacii z ponuky vyberie niektoru moznost, nasnima vodorovny
texturovany povrch a klikne na zobrazeny biely sStvorcek. Aplikacia zobrazi 3D model
vybraného telesa v rozsirenej realite, pricom deti mozu skumat jeho vlastnosti pohybom
v skutocnom prostredi. Nasledne sa snaZia najst a vyfotit predmety podobného tvaru vo svojom
okoli mobilom pomocou printscreenu obrazovky. Obrazky zozbierame a spolocne v pocitaci
roztriedime. Doplnime K nim popisky... Vysledkom bude plagat o ndjdenych telesdch okolo

“«

nas.

uuuuuuuuuuuu

FIRe

Obrazok 7. Fotodokumentécia vystupov z didaktického navrhu Moniky
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Analyza:

Monika pripravila navrh outdoorovej aktivity realizovanej v §kolskom klube deti (SKD).
Do ¢innosti deti je flexibilne integrované vyuzitie mobilnej aplikacie v celom svojom rozsahu
a Monika ho dopliia pouzitim dalsich technologickych nastrojov (printscreen displeja
mobilného zariadenia, posielanie resp. zdiel'anie suborov, praca s grafickym alebo textovym
editorom). Deti st v tomto navrhu schopné robit’ informované rozhodnutia o tom, kedy a ako
budu tieto nastroje pouzivat. Pouzitie mobilnej aplikacie Monika prenasa do autentického
prostredia deti a poskytuje im pri praci s AR technoldgiou uplni autonéomiu. Deti si,
pravdepodobne pod jej dozorom, vyberaju vhodné technologické nastroje na dokoncenie
vystupov majucich zmysluplny kontext nadvézujlici na stanoveny ramec vyucby. V tomto
navrhu je vystupom skupinovej prace dielo prezentujtiice schopnost’ deti i v mladSom Skolskom
veku vytvarat’ i¢elné a s matematickym kontextom stivisiace produkty.

Predpokladom realizacie Monikinho navrhu je vSak dosiahnutie istej urovne digitalnej
gramotnosti deti pri praci s konkrétnym mobilnym zariadenim. Vychadzame pritom z faktu, ze
okrem navodu K praci s mobilnou aplikaciou, sa inStruktazne pokyny K zvladnutiu d’alSich
technologickych nastrojov vV navrhu uz nenachadzaji. Analyzu mozno uzavriet s vysledkom
dosiahnutia tirovne infizie AR do autentického vzdelavacieho prostredia.

Odpoved’ na ostatnu vyskumnu otazku dopytujicu sa na uroven integracie AR, ktora
uprednostiuj Studenti v spracovani navrhu matematickej aktivity, bola opiatovne vyhodnotena
deskriptivne S vyuzitim modelu TIM. V horizontélnej linii (obrazok 8 vI'avo) mozno pozorovat
VO vysSich Urovniach znizujicu sa pocetnost ndvrhov. Dovody tohto trendu, resp. dovody
vyberu konkrétnej urovne nebolo mozné vo vsetkych pripadoch identifikovat’. Pri sumarizécii
charakteristiky vzdelavacieho prostredia sa vysSie hodnoty pocetnosti objavili pri vytvarani
aktivneho, spolupracujuceho a autentického prostredia. Konstruktivne a na ciel' zamerané
vzdeldvacie prostredie sa ndvrhoch Studentov vyskytovalo naozaj len ojedinele alebo vobec
(obrazok 8 vpravo).

Dosahovana uroveri integracie AR technoldgie Dosahovana charakteristika vzdelavacieho prostredia

1
[ | -
Vstupna Urovefi Uroveri Uroveri Uroveri (

uroven prijatia adaptacie infuzie  transformacie Aktivny Spolupracujici  Konitruktivny  Autenticky Cielovy

Obrazok 8. Deskriptivny prehl’ad po€etnosti charakteristik sledovanych v TIM

5. Diskusia

Plastickejsi obraz rozlozenia oboch sledovanych linii matice integracie ponuka jeho 3D
zobrazenie (obrazok 9). V fiom je badatel'na vysSia koncentrovanost’ vyskytu Studentskych
navrhov v 'avom dolnom kvadrante sledovanych charakteristik matice. Tie mozno povazovat’
za menej naro¢né pozicie integracie technologie vo vzdelavacom prostredi. Diskusia o takejto
preferencii Studentov odkryva subjektivne i objektivne dovody ich vyberu.

K objektivnym dovodom mozno priradit’ novost’ technologie a chybajucu skusenost’ s fiou.
Pre niektorych Studentov to bola dokonca prva skusenost’ s AR technoldgiou vo vyucbe
I v praktickom zivote. Traja Studenti signalizovali problémy pri instalacii mobilnej aplikacie.
Dévodom ich nezdaru bol nevhodny opera¢ny systém v nimi pouzivanom mobilnom zariadeni.
K d’al§im objektivnym dovodom patria limity samotnej technologie. T4, v pripade horizontalneho
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kotvenia, kladie okrem uz spominanych poziadaviek na povrchovi Gpravu snimanej roviny
I poziadavky na dostato¢né osvetlenie prostredia, v ktorom je technoldgia pouzivana. Ostatnym
doévodom absencie vyberu konkrétnych charakteristik vzdeldvacich prostredi moze byt
I samotnd mobilna aplikacia, ktorda vramci predom stanoveného matematického obsahu
a sposobu jeho vizualizacie podporovala pracu vo vybranych, nie vSak vo vsetkych prostrediach
rovnako podnetne.

V ramci subjektivnych dovodov vyberu jednoduchs$ich sposobov integracie sa v diskusii
a komentéroch konkrétnych Studentov vyskytli zdovodnenia vyberu v podobe ,,bolo to jednoduchsie®,
,toto ma prvé napadlo®, ,,urCite by sa dalo aktivitu esSte viac rozpracovat,, no nepovazovala som
to za potrebné*, ,,spracovanie bolo rychle, neodhadol som cas*.

Integracia AR technoldgie v Studentskych navrhov
edukacnych aktivit z matematiky

1
s
0
[gj -~ goal-direction
autentic

- constructive
@ collaborative

active

entry

adoption
adaptation
infusion

transformation

Obrazok 9. Grafické zndzornenie dosiahnutej integracie AR technologie v Studentskych
navrhoch sledované charakteristikami matice MIT

6. Zaver

Integraciu AR do matematickych aktivit povazujeme za dynamicky proces, ktory vyZaduje
flexibilitu, tvorivost” a neustalu snahu o zlepSenie existujucich pedagogickych postupov,
technologickych néstrojov a vyber vhodnych vzdelavacich obsahov s cielom efektivne
podporit’ nastavené edukacné procesy a vyzadovat’ aktivnu participaciu edukantov pri osvojovani
st novych poznatkov.

Pripadové stadie predstavené v tomto ¢lanku ndm poskytuju cenné informécie o0 moznom
vyuZziti AR v edukacnych aktivitdch s matematickym kontextom. PouZitie mobilnej aplikécie
pracujucej s AR v nich bolo primarne zacielené na identifikaciu jednoduchych telies a ich
vlastnosti v Skolskej geometrii na primarnom stupni vzdelavania, sekundarne je vSak potencial
technologie vyuzivany aj v podobe motivacného cCinitel'a podpory zaujmu ziakov, resp. deti
0 Stadium matematiky.

Pri analyze Studentskych ndvrhov eduka¢nych aktivit integrujicich AR do vzdelavacieho
prostredia bol sledovany vyskyt jednotlivych charakteristik modelu MIT, ktory umoznil
naslednu deskripciu aktualne dosahovaného stavu. Ukazuje sa, ze najvysSie hodnoty
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integracie AR prezentované pouzitim mobilnej aplikacie boli spojené so vstupnou uroviiou
a postupne so zvySujicou sa naro¢nostou integracie do vzdelavacich prostredi klesali.
Z piatich, v matici sledovanych vzdelavacich prostredi, boli vo vys$Sej a navzajom porovnatel'nej
pocetnosti pokryté tri z nich, konkrétne aktivne, spolupracujiice a autentické prostredie.
Diskusia preto zahffia analyzu objektivnych a subjektivnych dovodov rozloZenia pocetnosti
charakteristik integracie Vv sledovanych pripadoch.

V zavere mozeme konStatovat’, ze AR technologia prindSa mnoho prilezitosti na podporu
vzdeldvacieho procesu. Zaroven vsak vyzaduje starostlivé planovanie, pripravu a adaptaciu
obsahu pre potreby ziakov, resp. deti v ramci formalneho ineformalneho matematického
vzdelavania.
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Abstrakt

Prispevok charakterizuje r6zne ucebné styly ziakov, ktoré determinuji druhy inteligencie
podla H. Gardnera. Jedna sa o Ziakov s inteligenciou logicko-matematickou, lingvistickou,
priestorovou, telesno-pohybovou, hudobnou, prirodnou, intrapersonalnou a interpersonalnou.
S ohl'adom na akceptaciu potrieb ziakov vyplyvajicich z ich uc¢ebnych stylov, navrhujeme
modelové matematické ulohy pre ziakov primarneho vzdelavania.

Kracové slova: ucebny styl, matematicka uloha, potreby ziaka, diferenciacia

USE OF MATHEMATICAL PROBLEMS IN THE CONTEXT OF
RESPECTING STUDENTS' LEARNING STYLE PREFERENCES

Abstract

The paper characterizes the different learning styles of students, which determine the types
of intelligence according to H. Gardner. These are students with logical-mathematical,
linguistic, visual-spatial, bodily-kinesthetic, musical, natural, intrapersonal and interpersonal
intelligence. Regarding the acceptance of students' needs resulting from their learning styles,
we propose model mathematical tasks for primary education students.

Keywords: teaching style, mathematical task, student needs, differentiation

1. Uvod

Analyza sucasnej Skoly, napriek pretrvavajucim snaham spolo¢nosti o jej obrodu, sa
vyznaCuje neustdlym tlakom na vykon Ziakov, pritomnostou prevahy transmisivneho
vyuCovacieho $tylu, zvySenym vyskytom neziaducich foriem spravania ainych zavaznych
problémov, ktoré sa podpisuji na efektivnosti vzdelavania. V pedagogickych odbornych
diskurzoch sa opakovane stretdivame s myslienkou, Ze skola nezachytila dynamiku meniaceho
sa Zivota a stale si vystaci so zauzivanymi metodami a formami prace. Tie, zial, vyplyvajuc zo
znacnej diverzity ziakov v triedach, nie su dostaCujuce, aby vyhoveli potrebam a moznostiam
vsetkych ziakov. Nejde pritom o ich absenciu, ale skor o nizku ochotu ucitel'ov experimentovat’
s nimi a uplatiovat’ ich. Z tohto dévodu sme sa rozhodli v prispevku objasnit’, preco a ako sa
da vyucovanie matematiky prisposobit’ individudlnym potrebam ziakov, prostrednictvom
variability zadania matematickych tloh. Prvotnym krokom k zaisteniu Gspechu vo vyucovani
matematiky je poznanie ziaka, ktoré prameni z diverzity urovne jeho kognitivnych funkcii,
ucebnych stylov, schopnosti, zaujmov, biologickych, psychickych a socialnych predpokladov.
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2. Teoria multidimenzionalnej inteligencie v kontexte vyuc¢ovania matematiky

V roku 1983 H. Gardner spochybnil klasické ponatie vSeobecnej inteligencie, ktora podl'a
Vagnerovej (2020) oznacuje celkovi Giroven poznavacich procesov, relativne stabilny komplex
schopnosti, ktoré sa v priebehu zivota zdsadnym spdsobom nemenia. Gardner (1999) chape
inteligenciu ako biopsychologicky potencial spracovavat informdcie, ktory moéze byt
aktivovany v kultGrnom prostredi na rieSenie problémov a tvorbu produktov, uzitocnych
v roznych kultirach. Podla jeho tedrie (Gardner, Hatch, 1989) je kazdy clovek schopny
siedmich, relativne nezavislych foriem spracovania informacie.

V nasej kulture, nevynimajuc vyuCovanie, sa za najhodnotnejSie povazuju vykony vo
verbalnej a logicko-matematickej oblasti, preto aj vyuc¢ovanie ostatnych predmetov orientujeme
na saturaciu predmetnych schopnosti. Teéria viacndsobnej inteligencie hovori o tom, ze kazdy
ziak ma vSetky druhy inteligencie rozvinuté v réznej miere a intenzite, vytvara preto jedineCny
profil kazdého ziaka. Sdm Gardner uznava, ze komplex mnohodimenzionalnej inteligencie je
dynamicky a prevazujuci druh inteligencie sa mdze menit’ poCas rozvoja ziaka, priCom
inteligencia sa moze rozvijat' aj na zaklade skusenosti prostrednictvom roznych Cinnosti
(Petlak, 2020). Gardner (1989) identifikoval nasledovné druhy inteligencie:

1. Logicko-matematicka inteligencia — ovplyviiuje induktivne a deduktivne myslenie,
Ciselné operacie a abstraktné vzorce, suvisi s logikou, abstrakciami, uvazovanim,
vypoétami, strategickym a kritickym myslenim. Ziak s preferenciou tohto druhu
inteligencie rad pocita, hl'add vztahy medzi predmetmi a javmi, piSe si prehl'adné
poznamky, experimentuje, obl'ubuje matematické hry.

2. Verbalno-lingvisticka inteligencia — vztahuje sa citlivost' slova a jeho vyznamu,
ovladanie reci a jazyka v hovorenej a pisanej forme. Lingvisticka inteligencia mdze byt
vyjadrend tromi hlavnymi sposobmi: analyticko-akademicky (¢itanie, pisanie, definicie),
prakticky (slovné alebo pisomné pokyny, vysvetlenia, rozpravanie) a kreativne (rozpravanie
pribehov, pisanie poézie, tvorba a interpretacia textov piesni, napadité slovné hracky,
pouzitie humoru). Ziak s preferenciou tohto druhu inteligencie rad &ita, podava, tvori
rozne texty, obl'ubuje slovné hry a 'ahko si paméta pocuté a ¢itané informaécie.

3. Vizualno-priestorova inteligencia — tato oblast’ sa zaobera priestorovym uvedomenim,
usudkom a schopnostou dobrej predstavivosti. Ide o sposobilost’ predstavovat’ si rozne
obrazy alebo situdcie v mysli bez priameho vnimania tychto podnetov oéami. Ziak
s prevahou tohto druhu inteligencie rad kresli a graficky zndzorfiuje pocuté a videné, rad
pracuje s mapami, do &innosti zapaja viac zmyslov. Casto viak nie je pohotovy verbalne
vyjadrit’ svoje predstavy.

4. Intrapersonalna inteligencia — viaze sa na schopnost’ hlbokého a presného vnimania
same¢ho seba, k metakognicii (vnimanie spdsobu akym poznavam), k vedomiu vlastného
bytia, t. j. poznaniu svojich silnych a slabych stranok, riadeniu svojich vlastnych reakcii,
emocii a spravania. Cinnosti spojené s touto inteligenciou zahffiaju introspekciu
a sebareflexiu. Intrapersondlne zru¢nosti mozno kategorizovat najmenej do Styroch
oblasti: metakognicia, uvedomenie si myslienok, riadenie pocitov a emocii, spravanie,
sebariadenie, rozhodovanie a Gsudok. Ziak s prevahou tohto druhu inteligencie je
zamerany ,,sam na seba“, obl'ubuje individudlne Cinnosti, v argumentécii sa opiera
o svoju sktisenost’.

5. Interpersonalna inteligencia — prejavuje sa v citlivosti na nalady, pocity, motivaciu
a zamery inych, vo vnimani a chipani medzil'udskych vzt'ahov, v schopnosti efektivne
komunikovat, spolupracovat alebo viest skupinu. Ziak s prevahou tohto druhu
inteligencie rad komunikuje (verbalne aj neverbalne), obl'ubuje skupinové aktivity,
efektivne riesi konflikty, vytvara pozitivne vzt'ahy s ostatnymi.
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6.

Telesno-kinesteticka inteligencia — vztahuje sa k telesnému pohybu a uvedomovaniu si
vlastného tela a pohybov, zahfiia aj zmysel pre naCasovanie, jasny zmysel pre ciel’
fyzickej akcie spolu so schopnostou trénovat’ reakcie. Vyuziva motoricky mozgovy
kortex, ktory kontroluje telesny pohyb — koordinaciu, rovnovahu, obratnost’ a motorickt
kontrolu. Ziak s prevahou tohto druhu inteligencie potrebuje manipulovat s predmetmi,
rad sa zapdja do pohybovych aktivit, sleduje dianie okolo seba.

Hudobno-rytmicka inteligencia — zaobera sa tonovymi radmi, zvukmi, rytmom a hlukom.
Ziak s prevahou tohto druhu inteligencie ma zmysel pre rytmus, intonaciu, hudbu,
emocionalne vnimanie, je citlivy na zvuky.

8. Neskor bola pridand aj prirodna inteligencia — schopnost’ poznavat’, diskriminovat

a hl'adat vztahy medzi prirodnymi podnetmi, konkrétne zivociSnymi a rastlinnymi
druhmi. Medzi zékladné kognitivne schopnosti v ramci prirodnej inteligencie
zarad’ujeme rozpoznavanie druhov, empatiu pre zivé bytosti.

Aktivizacia jednotlivych druhov inteligencie, ich variabilna kombinacia a miera rozvinutia,
evokuje dolezitost’ uplathiovania aj flexibilnych vyucovacich postupov v praxi. Odozva
predmetnej tedrie sa v pedagogike prejavila najmi v etablovani ucebnych Stylov, ktoré
s didaktickym presahom vystizne spracoval Petlak (2020):

1.

Ziak s prevahou logicko-matematickej inteligencie:

e dava prednost’ praci s ¢islami, hddankam, Sachu, hladaniu logickych rieSeni,
kategorizacii veci a javov;

e jeprenho typické rieSenie problémovych situdcii, robenie si prehl'adnych poznamok;

e vyhovuje mu ucivo, ktoré ma logické suvislosti, praca s Cislami a tabulkami,
abstraktné myslenie;

e vhodné aktivity su zistovanie vzt'ahov medzi javmi, rieSenie tvorivych uloh,
hlavolamy, dokazovanie a vysvetl'ovanie vztahov a suvislosti v u¢ive, matematické
a pocitacové hry.

Ziak s prevahou lingvistickej (verbalnej) inteligencie:

e dava prednost’ pisaniu, Citaniu, hre so slovami, rieSeniu krizoviek;

e je prenho typické I'ahké porozumenie inStrukcidm, memorovanie;

¢ vyhovuje mu komunikacia pri u¢eni, poctivanie ucitel’a a spoluziaka,

e vhodné aktivity st vysvetlovanie, vytvaranie pojmovych mép, pisanie listov,
rieSenie slovnych hédaniek, vyhladdvanie informécii, rozpravanie, rozhovory,
Citanie, uplatnenie gramatickych pravidiel.

Ziak s prevahou vizualno-priestorovej inteligencie:

e dava prednost’ kresleniu, modelovaniu, praci s mapou, naértmi a grafmi;

e je preinho typickd l'ahkd orientdcia v rovine a priestore, predstavivost, dobra
obrazotvornost’;

e vyhovuje mu pohyb, manipulacia s materialmi, porovnavanie;

e vhodné aktivity st ¢itanie z mapy a diagramov, navrh modelov, vizualizacia uciva
(napr. pojmové mapy), puzzle.

Ziak s prevahou intrapersonélnej inteligencie:

e dava prednost’ samostatnosti, nezavislosti, svojim zaujmom, zazitkom a skusenostiam;

e je prenho typické zameranie ,,do seba®, uvedomenie si svojho ,,ja“, seba-motivécia,
seba-aktivizacia, duchovno;

e vyhovuje mu osobné vlastné tempo pri ¢innosti, nezavislost’ na inych;

e vhodné aktivity su individudlne projekty a samostatné ulohy, stanovenie cielov
¢innosti, hodnotenie ¢innosti, spajanie informacii s osobnymi zazitkami, ivahy.
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5. Ziak s prevahou interpersonalnej inteligencie:
e dava prednost’ samostatnosti, nezavislosti, svojim zaujmom, zazitkom a skusenostiam;
e je prenho typicka vSimavost k inym, spolupraca s ostatnymi, pomoc druhym,
empatia, dobré komunika¢né zruénosti;
e vyhovuje mu uc¢enie spolupracou a rozhovormi;
e vhodné aktivity s interpretovanie rozpravania inych, organizacia cinnosti
v skupine, vysvetl'ovanie, riesenie kooperativnych uloh, spolo¢enské hry.
6. Ziak s prevahou telesno-pohybovej inteligencie:
e dava prednost’ pohybovym aktivitam;
e je preiho typicka zruénost’ pri manipulovani s predmetmi;
e vyhovuje mu ucenie, pri ktorom modze vyuzivat pohyb, napodobiovanie,
dramatizaciu;
e vhodné aktivity su manipulacné Cinnosti, uplatnenie jemnej a hrubej motoriky pri
ucent.
7. Ziak s prevahou hudobnej inteligencie:
e dava prednost’ akustickym stimulom — spievaniu, po¢uvaniu hudby, hre na hudobny
nastroj;
e je prefiho typicky zmysel pre rytmus a intonaciu;
e vyhovuje mu zaujimavy vyklad uciva, uenie pri hudbe;
e vhodné aktivity st improvizacia s hudobnym sprievodom, rytmizovanie, pisanie
poézie.
8. Ziak s prevahou prirodnej inteligencie:
e dava prednost’ prirode, zvieratam a je citlivy na problémy tykajuce sa ochrany
prirody a ekologickych vzt'ahov;
e je prenho typicka turistika a prechadzky, starostlivost o zvierata, rad travi Cas
V prirode;
¢ vyhovuje mu riesenie ekologickych problémov, ochrana zvierat a prirody, hl'adanie
stvislosti medzi u¢ivom a okolitym svetom,;
e vhodné aktivity st kategorizovanie a hierarchizovanie javov, rozprédvanie,
pestovanie, chovatel'stvo, prirodné objekty, ucenie v exteriéri.
Na zaklade klasifikacie roznych ucebnych $tylov Ziakov nésledne uvddzame moznosti
ich reSpektovania v kontexte vyuCovania matematiky v podobe ukézok diferencovania
matematickych uloh.

3. Navrh matematickych uloh v kontexte reSpektovania preferencie ucebnych stylov
Ziakov

Vo vyucovani matematiky moéze ucitel’ reflektovat’ diferenciaciu matematickych tloh tak,
ze do procesu zaradi také ulohy, v ktorych je reSpektovana preferencia u¢ebnych stylov Ziakov.
V prispevku pontikame névrhy diferencovanych matematickych uloh pre kazdy typ u¢ebného
Stylu.

Pre ziakov s prevahou logicko-matematickej inteligencie je zaujimava kazda
matematicka tloha, pretoZe maja radi rieSenie matematickych problémov. Vhodnymi tlohami
pre takychto ziakov su rdézne hlavolamy, ako napriklad magicky Stvorec, ¢i zéapalkové
hlavolamy (Obrazok 1).
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a) Dopliite do tabulky chybajuce Cisla tak, aby b) Premiestnite jednu zapalku tak, aby platila
sii¢et politok v kaZdom riadku, stipci ana rovnost’.
uhloprieckach bol rovnaky.
16| 3 13 \ [ H
7112 M - H
- -
10 8
4 15 1

Obrazok 1. Navrh tloh pre Ziakov s prevahou logicko-matematickej inteligencie
(zdroj: autorské spracovanie)

Ziaci s prevahou lingvistickej inteligencie preferuju hru so slovami. Z toho dévodu je
vhodné pocas hodin matematiky vyuzit’ ulohy, v ktorych sa pracuje s pismenami, hl'adaju sa
vhodné kombinacie pismen, ale aj Sifry (Obrazok 2).

a) KolPko réznych zmysluplnych slov viete b) Najdi slovo skryté vo vysledkoch uloh:

vytvorit’ z pismen J EP Z AKIL, ak sa a)2+3= &) 0-0=

pismena v slove nesmii opakovat’? - -
b)9-1=_ Da4+1+2=_
c)4+6=_ 210-7=_
d)g—-2=_

Ol1]|2]|3]|4|5]6¢6 10
TIE|S|OIM|R|I|K|A|T]|Z

|
-]
o

Obrazok 2. Navrh uloh pre ziakov s prevahou lingvistickej inteligencie
(zdroj: autorské spracovanie)

Ziaci s prevahou priestorovej inteligencie vynikaju v geometrii a je pre nich jednoduché
orientovat’ sa v rovine a v priestore. Vhodnymi ulohami mézu byt’ bludiska, ¢i praca s grafom
alebo tabul’kou. Uéelom modelovej aktivity ilustrovanej na Obrazku 3 je s vizudlnou oporou
uvedeného grafu zorientovat’ sa v grafe a vediet’ odpovedat’ na otdzky predlozené ucitel'om.
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s Korko je pomarancov?

7 Je menej hrozna alebo kivi?

5 Kolko jabik by sme museli pridat’, aby ich bolo rovnako
ako pomarancov?

0 korko viac je bananov ako jabik?

KoTIko je spolu kivi a bananov?

Je nejakeého ovocia rovnako?

Ktorého ovocia je najviac?

» ¢ ©

Obrazok 3. Navrh ulohy pre ziakov s prevahou priestorovej inteligencie
(zdroj: autorské spracovanie)

Pre ziakov s prevahou telesno-pohybovej inteligencie je prirodzenym prostriedkom
ucenia sa pohyb. Preto je vhodné zaradit’ ulohy zamerané na uplatnenie jemnej a hrubej
motoriky v cinnosti, manipulaciu s predmetmi (napr. triedenie s vyuzitim Dienesovho
logického bloku), ¢i vyuzit' pri vyucovani matematiky aktivity, v ktorych sa mézu ziaci
pohybovat’ (v tomto pripade povazujeme za vhodni pomocku napr. krokovaci pés vyuzivany
vo vyucovani Hejného metddou). Na Obrazku 4a) je ilustrovany krokovaci pas, na ktorom sa
Ziaci v priestore triedy pohybuji v kontexte numeracie, s¢itania a odcitania Cisel. Obrazok 4b)
reprezentuje rozmiestnenie 2D vystrihnutych geometrickych utvarov Dienesovho logického
bloku, ktoré Ziaci podl'a instrukcii ucitel’a triedia.

a) Krokovaci pas

O 11213 456, 7]8]9 10

b) Roztried’ geometrické utvary podla farby.

ANO m A
AE oAl B

Obrazok 4. Navrh ulohy pre ziakov s prevahou telesno-pohybovej inteligencie
(zdroj: autorské spracovanie)
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Pre ziakov s prevahou hudobnej inteligencie je v ramci matematiky vhodné vyuzit’ pracu
s rytmom (napr. vyuzitie linearnych vzorov) (Obrazok 5).

Predved’ vzor a pokracuj vo vzore aspoi S-Kkrat.

tlesk dup tlesk tlesk dup tlesk tlesk dup tlesk tlesk

Obrazok 5. Navrh tlohy pre ziakov s prevahou hudobnej inteligencie
(zdroj: autorské spracovanie)

Ziaci sprevahou prirodnej inteligencie oblubuju pracu s prirodninami, pripadne
preferuju, ak je uloha postavena do prirodného kontextu (Obrazok 6).

a) Tereza na gazdovskom dvore pozorovala zajace a sliepky. Celkovo naratala 14 zvieracich hlav a 20
zvieracich néh. Kol'ko bolo zajacov? Kolko bolo sliepok?

b) Chlapci si v lese vytvorili sit'az — kto najde viac §iSiek. Karol nasiel 13 sisiek, Martin nasiel o 5 §iSiek
viac ako Karol a Lukas nasiel trikrat menej $iSiek ako Martin. Kol'ko Sisiek nasli vSetci chlapei spolu?
Kto nasiel najviac $isiek?

Obrazok 6. Navrh tlohy pre Ziakov s prevahou prirodnej inteligencie
(zdroj: autorské spracovanie)

Ziaci s prevahou interpersonalnej inteligencie preferuju pracu v skupinach, pri ktorej
mozu o tlohe komunikovat, diskutovat, delit’ si ulohy. Uspesnost v skupinovych tlohach
zavisi od rozvinutia socialnych zru¢nosti zZiakov (aktivne pocuvanie, argumentacia, vyjadrenie
vlastného nazoru, reSpektovanie nazoru inych), preto odporac¢ame dokladne premysliet’ stavbu
skupin a zadanie skupinovej Ulohy (Zastkova, 2022). BlizSie pozZiadavky na planovanie,
realizéciu a evalvaciu skupinovej prace ziakov uvadza napr. Zastkova (2022), Jablonsky
(2000), ¢i Kasikova (2001).

Ziaci s prevahou intrapersonalne;j inteligencie preferuju individualnu pracu, kde mézu
nachadzat’, overovat’ a zdokonalovat’ vlastny spdsob rieSenia uloh, postupovat’ vlastnym
tempom.

Vsetky typy nami navrhnutych matematickych uloh mozno flexibilne prisposobovat’
s ohl'adom na akceptovanie potrieb Ziakov v zmysle ich interpersondlnej a intrapersonalne;
inteligencie. Ucitelia by mali pri priprave na vyucovaciu hodinu mysliet’ na to, akych ziakov
Vv triede mé& a odporu¢ame tomu prispdsobovat’ aj vzdelavaci proces. Prispevok mal snahu
ukazat’, ako sa daji vo vyucovani matematiky vyuzit diferencované ulohy, ktoré uplatiuju
a facilituju rozne sposoby ucenia sa ziakov. Pre zistenie roznych druhov inteligencie ziakov
odporti¢ame ucitelom uplatnit’ dotaznik MI na zistenie ucebnych S§tylov Ziakov podla
prevazujucich druhov inteligencie (Turek, 2005).
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4. Zaver

S ohl'adom na limity a kritiku tedrie viacnasobnej inteligencie, ktoru pripustame, mézeme
vyzdvihnut variabilitu moznej uspeSnosti ziaka, za predpokladu posiliiovania jeho u¢ebného
potencialu. Ugelom navrhnutych matematickych tloh je saturovat’ potreby Ziakov s ohadom
na preferujuci sposob ich poznavania a pomahat’ Ziakom pri ich celkovom rozvoji. V stvislosti
s aktivizovanim jednotlivych druhov inteligencie su teda dolezité také vyucovacie postupy,
ktoré zohl'adnuju variabilitu dominantnych druhov inteligencie u ziakov, resp. tych, ktoré su
lepSie rozvinuté ako ostatné.
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Abstract

The knight's tour on an 8 x 8 chessboard is one of the best-known mathematical chess
problems, and it is attractive also for pupils aged 6 to 11. This problem has been resolved
generally for the chessboard m X n; thus, the question arises as to which knight's tours are the
shortest. These knight's tours can be interesting even for younger students because they won't
spend too much time trying to solve them. We will study both open and closed knight's tours.

Keywords: Mathematical chess problems, combinatorics, knight's tour.

1. Introduction

In our paper, we will deal with the shortest knight's tours. The knight's tour is
a mathematical chess problem. We recall ("Mathematical chess problems”, Wikipedia) that
a mathematical chess problem is a mathematical problem that is formulated using a chessboard
and chess pieces.

The knight's tour problem asks for a tour of a knight who visits all squares on a chess board
("Mathematical chess problems”, Wikipedia) exactly once. If the knight's tour ends on a square
from which we can get to the first square of the knight's tour by a knight's move, we speak of
a closed knight's tour. Otherwise, we speak of an open knight's tour ("Knight's tours™, Wikipedia).

A knight moves two squares horizontally, one square vertically, or one square horizontally,
then two vertically. For example, in Figure 1, a white knight on the square h2 can move on the
selected squares g4, 3, and f1. In Figure 2, a white knight on the square a5 can move on the
selected squares b3, b7, c4, and c6.

8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2 %z
1 1

Figure 1. Moves of a knight on h2.
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8 8
7 7
6 6
5% 5
4 4
3 3
2 2
1 1

a b c d e f g h A

Figure 2. Moves of a knight on a5.

The first mentions of knight's tours date from the 9th century AD (“Knight's tours",
Wikipedia). Each closed knight's tour can be done in two directions. If we consider these two
walks differing only in direction as a single walk, then the total number of possible closed walks
on the 8 x 8 board is 13 267 364 410 532 ("Knight's tours”, Wikipedia). Among the most
famous knight's tours is Euler's knight's tour from 1759, which seems to be attractive also for
pupils aged 6 to 11 since her algorithm can use four colors (Pastor, 2023); see Figure 3 for an
example of Euler's closed knight's tour and Figure 4 for an example of Euler's open knight's
tour.

Figure 3. Euler's closed knight's tour.

The problem of a knight's tour on the classic 8 x 8 chessboard can be generalized to the
knight's tour on any rectangular chessboard. It is well known for which chessboards the open
and closed knight's tour, respectively, is feasible. The relevant theorems are recalled in Sections
2 and 3, respectively. Our article will focus on which chessboard the knight's tours are the
shortest. These knight's tours can be interesting even for pupils aged 6 to 11 because they won't
spend too much time trying to solve them. We will deal with both closed and open knight's
tours.
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20 18] 61 | 46 i8] 32 | 50| 34
62 | 47 20| 17 | 60 | 35 [14] 31

19 45 | 64 | 29 33 | 58
48 | 63 | 20 36 |57 |30
22 | 49 | 44 28 | 55 | 38
50 | 43 21|56 | 37 27
23 41 | 52 | 25 39 | 54

42 | 51 24!40 53 26!

Figure 4. Euler's open knight's tour.

2. The shortest closed knight's tour

In his relatively short article, A.L. Schwenk showed (Schwenk, 1991) for which rectangular
chessboards it is possible to realize a closed knight's tour.

Theorem 1. An m X n chessboard with m <n has a closed knight's tour unless one or more
of these three conditions holds:
i.  mand n are both odd,
ii. m=1,2 or4,
ilii. m=3andn=4,6,or8.

We say that a chessboard m x n has a measure m - n, i.e., the measure of the chessboard
equals to the number of its squares. The knight's tour on a chessboard A is shorter than the
knight's tour on a chessboard B if the measure of A is less than that of B.

Table 1 shows on which chessboards m xn,3<m <6, m<n, 3<n<15, itis possible to
realize a closed knight's tour. The green color of the corresponding square in Table 1 means
that the corresponding closed knight's tour is possible. The red color means that the
corresponding closed knight's tour is impossible. In the case of admissible closed knight's tours,
the measure of the considered chessboard is given.

Table 1. The chessboards and the closed knight's tours.
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Analyzing Table 1, we can easily find the order of chessboards according to their measure
on which it is possible to realize a closed knight's tour, see Table 2.

Table 2. The shortest closed knight's tour.

order chessboards measure
1.-2. 3x10 30
1-2. 5X6 30
3.-4. 3x12 36
3.-4. 6X6 36

5. 5% 8 40

There are precisely six closed knight's tours on the chessboard 3 x 10 (Knight’s Tour Notes,
2023) if we again consider two walks differing only in direction as a single walk. Figure 5
shows one of them.

291 2 |5 |14|11 26| 9 18|23 |20

4 (13130276 [15]24 21| 8 |17

1 (283 |12 |25(10| 7 |16|19 |22

Figure 5. The closed knight's tour 3 x 10.

On the chessboard 5 x 6, there exist only three closed knight's tours. Figure 6 shows the
tour found by Euler in 1759 (Knight's Tour Notes, 2023).

1141256 |29|16

24| 5(30(15|20| 7

13| 2 | 11|26 |17 |28

1023|4198 |21

31129 |22|27 |18

Figure 6. The closed knight's tour 5 x 6.

The chessboard 3 x 12 offers 44 closed knight's tours; let us show one of them in Figure 7
(Knight’s Tour Notes, 2023).

35|12 |33 8|5 |28|17 (1411|2623 |20

32| 7 |36 |3 |3 |15|10 27|18 |21 |12 |25

11341316 |9 |4 (29(16|13|24|19]22

Figure 7. The closed knight's tour 3 x 12.
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There are 1245 closed knight's tours on the chessboard 6 x 6; Figure 8 shows one of them
(Knight's Tour Notes, 2023).

32| 7 120|117 30| 5

21118 31| 6 |27 |16

8 331019 | 4 |29

111221 |28 |15| 26

3419 2413|136 3

23112 35| 2 | 25|14

Figure 8. The closed knight's tour 6 x 6.

Finally, on the chessboard 5 x 8, there exist 11 closed knight's tours; see Figure 9 for one
of them (Knight’s Tour Notes, 2023).

22| 7 (40| 5 |20|15| 30| 33

39| 41218 2932|1914

26 23| 6 | 11611 34|31

3138 |25(28| 9 |36 13|18

24 | 27| 2 | 37|12 |17 |10 | 35

Figure 9. The closed knight's tour 5 x 8.

3. The shortest open knight's tour

Following (Conrad et al., 1994) and (Knight’s Tour Notes, 2023), we can get the answer
to the question of which rectangular chessboards it is possible to realize an open knight's tour;
see also (Wikipedia, 2024b).

Theorem 2. An m X n chessboard with m < n has an open knight's tour unless one or more
of these three conditions holds:
i. m=1lor2,
ii. m=3andn=3,5,o0r6,
lii. m=4andn=4.

Table 3 shows on which chessboards m x n, 3<m <6, m<n, 3<n<15,itis possible to
realize a closed knight's tour. The meaning of the colors is the same as in Table 1.
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Table 3. The chessboards and the open knight's tours.

m=5 m=6
n=3 X X
n=4 X X
n=>5 25 X
n=6 30 36
n=7 21 28 35 42
n=8 24 32 40 48
n=9 27 36 45 54
n=10 30 40 50 60
n=11 33 44 55 66
n=12 36 48 60 72
n=13 39 52 65 78
n=14 42 56 70 84
n=15 45 60 75 90

Analyzing Table 3, we can easily find the order of chessboards according to their measure
on which it is possible to realize a closed knight's tour, see Table 4.

Table 4. The shortest open knight's tour.

order chessboards measure

1. 3xX4 12

2. 4x5 20

3. 3x7 21
4.5, 3x8 24
4.-5. 4 X6 24

Figures 10-14 show examples of the shortest open knight's tours; for more details, see
(Knight’s Tour Notes, 2023). Let us note only that there exist 8 open knight's tours on the
chessboard 3 x 4 and 744 on the chessboard 4 x 6 if we again consider two walks differing
only in direction as a single walk.

114|710
811|125
3161|912

Figure 10. The open knight's tour 3 x 4.

1

20

7

16

3

6

15

2

11

8

19

10

13

4

17

14

5

18

9

12

Figure 11. The open knight's tour 4 x 5.
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114 |7 /(18|15|10 |13
6121|12]9 (12|19 |16
318 |5(|20(17|14 |11

Figure 12. The open knight's tour 3 x 7.

316 |9(12|15|18|23|20
8|11 |2 | 5 |24|21|14 |17
114 |7]10[13]16 (19|22

Figure 13. The open knight's tour 3 x 8.

14|11 (16| 5 |24 3
1711013 | 2 |21 | 6
12 (15| 8 |19| 4 | 23
9118 (11|22 7 |20

Figure 14. The open knight's tour 4 X 6.

4. Conclusion

An open knight's tour on smaller-sized chessboards can be interesting for children aged
6 to 11, as it usually takes little time to try to achieve it.

In addition to completely finding the open knight's tour, students can try to create the longest
possible one on the given chessboard and compete in this way.

Closed knight's tours are the next step, and starting again with smaller chessboards is advisable.
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