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Abstrakt

Prispévek je zaméfeny na prezentaci zkuSenosti, ziskanych pii reflektivni vyuce
v seminafich z didaktiky matematiky na Pedagogické fakult¢ MU v Brné€. Pfedmétem naseho
zajmu bylo posouzeni pfistupu budoucich uciteli pro 1. stupen zakladni Skoly k feSeni
netradi¢nich uloh — Ciselnych trojihelnikti. Ukazalo se, Ze strategie feSeni, pouzité studenty,
byly znaéné rozdilné: od postupli na Grovni zakl (pokus a omyl) az k pokusim o feSeni,
vyuzivajici sofistikovanéjs$i postupy a znalosti osvojené v pfedchozim matematickém
vzdélavani. Spole¢nou reflexi studentskych pftistupt k feSeni a kvalifikovaného posouzeni
zakovskych feSeni dokumentovanych videozdznamem povazujeme za vhodny podnét
K postupnému vytvateni jedné stranky profesni identity uditele.

Klicova slova: reflexe, reflektivni vyuka, videozaznam, ¢iselné trojuhelniky, strategie feSeni

NUMBER TRIANGLES: A VIEW OF PROSPECTIVE TEACHERS FOR
NON-TRADITIONAL TASKS

Abstract

The article presents experience obtained through reflective teaching during the didactics of
mathematics’ seminars at the Faculty of Education of the Masaryk University in Brno. The
authors focused on assessment of the prospective primary school teachers’ approach to the
solution of non-traditional tasks - number triangles. It has been found out that the solution
strategies of students vary significantly, from typical pupils’ strategies (trial and error) to
solution attempts using more sophisticated elements and knowledge acquired in course of
previous mathematical education. The authors consider common reflexion of the students’
solution approaches and qualified assessment of pupils’ solutions documented by video
recording an appropriate impulse for gradual creation of this aspect of the professional identity
of the teacher.

Keywords: reflection, reflective teaching, video recording, number triangles, solving strategies

1. Uvod

Matematicka a didaktickd sloZzka zaujimaji v pfipravném vzdélavani ucitelt pro 1. stupeni
zakladnich Skol vyznamné postaveni, které je odrazem vyznamu a smyslu matematického
vzdélavani zakl. Pfi hledani cest, jak zménit akademicky pfistup zalozeny pouze na osvojovani
teoretickych poznatkil studentti, se v poslednich desetiletich prosazuje model reflektivni praxe
jako specifického klinického pojeti profesniho vzdélavani. V pojeti reflexe, které vychazi
z konstruktivistické epistemologie (Svojanovsky, 2016), je osvojovani znalosti zpravidla
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spojeno s reflexi praktické zkuSenosti v redlném prostiedi Skolské vyuky (Korthagen & Vasalos
,2005; Janik et al. 2013). Ucitel jako reflektivni praktik jedna aktivn€, samostatné, tvoriveé
a odpovédné¢ v komplexnich pedagogickych situacich na zakladé dostatecné¢ hlubokého
a Sirokého poznani edukacnich jevl a souvislosti, svych zkuSenosti, kritické reflexe
a sebereflexe. Reflektovani ptedchozi zkuSenosti pomaha uciteli vyhodnocovat efekty vlastnich
ptistupli a objevovat nové cesty, jak pristupovat ke vzdélavani konkrétnich déti, jak s nimi
komunikovat s uspéchem a efektivné (Syslova et al., 2018).

2. Teoreticky zaklad
2.1. Reflektivni pristup ve vyuce didaktiky matematiky

Reflexi muzeme vymezit jako ,,proces uceni se prostiednictvim zkusenosti a ze zkuSenosti
S cilem ziskani nového porozuméni sobé samému a/nebo praxi* (PiSova et al., 2011, s. 43).
Uceni ze zkuSenosti chapeme jako celostni uceni, které zahrnuje jak kognitivni aspekt
(mysleni), tak aspekt konativni (jednani) a afektivni (prozivani), jez jsou vzajemn¢ provazany.
Diskuse o reflektivné pojatém piipravném vzdélavani uciteld a jeho efektivit¢ vedly
k formulaci novych koncepci jak na narodni (Nezvalova, 2000; Pisova, 2005; Spilkova et al.,
2015; Svec, 2005), tak mezinarodni trovni (Korthagen et al., 2011; Kosova & Tomengova et
al., 2015; Pollard et al., 2006). V nasem pojeti vnimame uvedeny koncept vzdélavani uciteld
v souladu s Tomkovou (2018) jako obrat ke studentovi, ktery mu umoziiuje rozvoj celé jeho
osobnosti. HoSpesova a Ticha (2007, s. 52) zdlraznuji dilezitost reflexe také v ptriprave ucitelit
matematiky. Uvadéji, ze reflexe ,,je klicovym prvkem v profesnim rozvoji studentu ucitelstvi
i ucitelii piisobicich v praxi. Systematické provadeni kvalifikované reflexe jim umozni hlubsi
pohled na vlastni praci.”

Tento zptisob piipravy ucitell rozviji také jejich poznatkovou bazi, ktera je povazovana
za ,.klicovy aspekt cesty k ucitelskému profesionalismu‘* (PiSovéa et al., 2011, s. 53). Janik (2009,
s. 15) prijima Shulmandv (1987) koncept poznatkové baze ucitelstvi (knowledge base for
teaching), ktery vymezuje jako ,kodifikovany nebo kodifikovatelny agregat poznatkai,
dovednosti, porozumeéni a technologii, etiky a dispozic, kolektivni zodpovédnosti — a soucasné
zpiisobu, jak je reprezentovat a komunikovat®.

V seminafich pfedmétu Didaktika matematiky ve studiu ugitelstvi pro 1. stupen ZS na
Pedagogické fakult¢ MU cilené vytvatime prostor pro analyzu a naslednou spolecnou reflexi
uloh, situaci a jevi. Pro nasi realizaci reflexe je vyznamné vyuziti hospita¢niho videozaznamu
(Najvar et al., 2011). Studenti zde dostavaji ptilezitost k tomu, aby oteviené a kriticky vyjadiili
svij nazor, uplatnili své dosavadni kompetence diagnostické a komunikativni. Smyslem
spolecné detailni analyzy je pfedev§im to, aby se studenti ucili ,,vidét* a ,,pojmenovat®
souvislosti jednotlivych aktivit s osvojovanim matematickych znalosti. Tim se jim poskytuje
urcity vzor pro reflexi vlastni vyuky.

Jako vhodna oblast spolecné reflexe se nabizeji matematické ucebni tlohy a jejich feSenti
zaky, nebot’ jsou povazovany za aktudlni vyzkumna témata didaktiky matematiky a za trvaly
predmét zdymu Skolské praxe (Vondrova et al., 2015). V naSem pojeti reflektivni vyuky
povazujeme ulohy a jejich feSeni za soucast komplexnéjsi vyukové situace. Predmétem reflexe
jsme uéinili ulohy, oznacované jako ,.Ciselné trojuhelniky“. Nejsou ve vyuce matematiky
obvyklé a vedle rutinnich aritmetickych vypocti vyzaduji také uplatnéni vysSich kognitivnich
funkei.
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2.2. Ciselné trojihelniky a jejich uplatnéni ve vyuce

Z hlediska zamé&feni nasi stati povazujeme za potiebné zasadit ulohu ,,¢iselné trojihelniky*
(number triangles) do obecné&jsiho didaktického kontextu. Krauthausen a Schererova (2010)
povazuji Ciselné trojuhelniky za jedno ze ,substantial learning environment®, pro néz je
pouzivan Cesky ekvivalent ,,podnétné vyukové prostiedi” (Samkova et al., 2015). Wittmann
(2001) charakterizuje podnétné vyukové prostfedi jako vyukovy celek s nasledujicimi
vlastnostmi: piedstavuje ustiedni cile, obsahy a principy vyuky matematiky na dané trovni,
tyka se vyznamnych matematickych obsaht, procest a postupti; je flexibilni a Ize ho upravit
podle konkrétnich podminek ve tfidé; spojuje matematické, psychologické a pedagogické
aspekty vyuky. Jak pfipominaji Samkova et al. (2015), je podnétné vyukové prostredi
podminkou pro uplatnéni aktivit, zaméfenych na zkoumani a objevovani (badatelsky
orientované vyuky). Vyuzivani podnétnych vyukovych prostfedi je rovnéZz vhodnym
zpusobem, jak docilit ,pfirozené diferenciace”. Jedna se o takovy piistup k problematice
heterogenity ve vyuce matematiky, kdy diferenciace je vnimana jako néco normalniho, dokonce
v nékterych aspektech ptinosného. ,,Podstatné je, ze vsichni Zdci ve tiide mohou soucasné
pracovat na stejném obsahu, resit stejnou ulohu a to na riuznych urovnich podle svych
schopnosti* (Ticha, 2010, s. 299).

Ciselny trojuhelnik se sklida ze ¥ vnitinich a tfi Gasti vn&jsiho pole, piiléhajicich
Kk jednotlivym stranam trojuhelniku. V kazdém z ¢asti pole je zapsano jedno prirozené ¢islo,
popiipadé uréity pocet symboll zastupujicich ptirozena ¢isla (pismena a, b, ¢). Pfitom vzdy
plati pravidlo, ze v kazdé ¢asti vnéjsiho pole je zapsan vysledek souctu dvou cCisel (poctu
symbolil) z piilehlych vnitinich poli (obr. 1)

atc b+ ¢

a+b

Obrazek 1. Ciselny trojithelnik - zapis pravidla pro souéet sousednich poli.

1 Na podobném principu je zalozen tzv. arithmagon nebo arithmogon (Mason, J., Burton, L., & Stacey, K., 2010;
Wittmann, E.C., 2001). Arithmagon se vSak zaméfuje na operace s Cisly ve vrcholech trojiihelniki, ¢tvercl nebo
pétinhelnikti. Wittmann (2001) na souvislost ¢iselnych trojuhelnikti s arithmagony odkazuje, ale zdaraznuje, ze
kazdé z téchto prostiedi smétuje k jinym ciltm.
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Ciselné trojuhelniky mohou byt zadany ve &tyfech podobach rtizné (gradujici) obtiznosti.
V zakladnim ¢iselném trojuhelniku jsou zadana vSechna tii ¢isla ve vnitinich polich (typ a). Pro
vyplnéni zbylych poli staci provést v libovolném portadi tii soucty.

Druhym typem je trojuhelnik se dvéma zadanymi ¢isly ve vnitinich polich a jednim ve
vn&js§im poli (typ b). V trojuhelniku tietiho typu je zadano jedno ¢islo ve vnitinim poli a dvé
¢isla v poli vngjsim (typ c). V téchto trojuhelnicich je tieba pro vypocet ¢isel v dalsich polich
pouzit jak scitani, tak od¢itani. Zaroven jiz neni potadi jednotlivych operaci zcela libovolné,
v nékterych ptipadech je dokonce mozny pouze jeden postup feSeni. Tyto tii typy Ciselnych
trojuhelnikl Ize fesit vypocty bez uplatnéni badatelské feSitelské strategie. Jsou tedy vhodné
pro seznameni zaka s prostfedim ciselnych trojuhelnikl a pochopent jejich zakladnich principa.

O ]
Obrazek 2. Ciselné trojuhelniky typu a), b), ¢), d).

vvvvvv

pole (typ d). Pro urdeni &isel ve vnitinich polich nestaéi pouhé rutinni vypoéty. Zaci k jejich
uré¢eni mohou zvolit rizné metody — metoda ,,pokus-omyl*, systematické dosazovani ¢isel nebo
objeveni nové strategie feSeni s vyuZzitim vlastnosti ¢iselného trojiihelniku.

3. Popis reflexe a autentické vypovédi studenti?

Data uvedena v ptispévku jsme ziskali pii pouziti reflektivni analyzy studentskych feseni.
Zaméfili jsme se na hledani odpovédi na dvé otazky:
1) Jaké fesitelské strategie pouziji studenti ugitelstvi pro 1. stupen ZS pfi feseni raznych
typt Eiselnych trojuhelnik?
2) Jak ptijimaji studenti tlohy uvedeného typu z hlediska jejich potencionalniho vyuziti ve
vlastni vyuce?

Reflektivni vyuka probéhla v seminati z didaktiky matematiky v prosinci 2019 ve skupiné
28 studentii 3. roéniku oboru ugitelstvi pro 1. stupeit ZS na Pedagogické fakulté MU v Brng.

Vychozim krokem reflektivni aktivity bylo seznameni studentl s prostfedim ciselnych
trojuhelnikti. Ukézalo se, Ze tento typ netradicni Ulohy je pro né zcela neznamy, na
vybranych ¢iselnych trojuhelniki, které byly studentim zadany ve stejné podobé jako zakiim
5. ro¢niku ZS (Blazkova, 2020). Aktivitu fidila spolu s vyu¢ujicim spoluautorka ptispévku
Rbzena, kterda na videozdznamu demonstrovala ukéazky z vlastni vyuky. Nacrtla na tabuli
¢iselny trojuhelnik, doplnila do vnitinich a do ¢asti vné&jsiho pole ptislusna cisla.

2 V/ glanku jsou pouzity ukazky a citace z diplomové prace spoluautorky ¢lanku R. Blazkové: Ciselné trojiihelniky
jako prileZitost k uplatneni badatelské vyuky. Brno: Pedagogicka fakulta MU, 2020.
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13 11

8

Obrazek 3. Uvodni ukézka vyfeseného &iselného trojuhelniku typu a).

Studenti se pokouseli objevit pravidlo, podle kterého jsou ¢isla v trojuhelniku umisténa.
Svij ,,objev* formulovali riizné:
wJe tam asi néjaké pravidlo scitani. To Cislo, které nalezi ke strané trojuhelniku, tak se... ta
c¢isla na té strané se scitaji.*
»Sectou se dvé cisla, ktera jsou nad sebou nebo vedle sebe. 5 plus 3 je 8, 5 plus 8 je 13, 3 plus
8jell.”

Pfi feseni trojuhelnikt typu a) a b) nebyly zaznamenany problémy ¢i neGispés$na feSeni,
pouze formulace obecného postupu feseni se ponckud lisily:
wecetla jsem vzdy dvé vnitrni vedlejsi strany a vysledek napsala do vnéjsiho pole.*
~Postupné jsem scitala vnitini sousedici pole trojuhelniku a vysledky postupné zapisovala do
prilehlého vnéjsiho pole strany trojuhelniku.*

26 22

16

Obrazek 4. Ukazka feSeni trojihelniku typu a).

vvvvvv

ktery se opiral o konkrétni zadana Cisla:
»A42 — 16 = 26 (¢islo v hornim vnitrnim poli); 57 — 16 = 41 (posledni chybéjici cislo ve vnitinim
poli); 26 + 41 = 67 (¢islo ve zbyvajicim vnéjsim poli).*

Obecny postup byl v tomto ptipade studentkou vyjadien timto zpisobem:
,Odecteni znamého cisla v trojuhelniku od vysledku nad stranou, doplnéni vysledku do
trojuhelniku, zpétna kontrola; vypocet dolni casti + kontrola, vypocet levé casti*.
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67 42 42

41 16 16

57 57

Obrazek 5. Ukazka teSeni trojuhelniku typu c).

Dalsi tloha byla zadana takto:
Dopli do trojuhelniku cisla, ktera jsou nad nim napsana. Pouzij vsechna cisla.

2,4,6,6,8,10 7,11, 14,18, 21, 25

10 6 21 25

Obrazek 6. Doplnéni zadanych Cisel do trojuhelniku.

Studenti své uvahy formulovali naptiklad takto:
Jako prvni vezmeme ta dvé nejmensi cisla, secteme je, Skrtneme ten soucet i ta dve cisla. Pak
vezmeme nejmensi cislo, které tam zbylo, a secteme to. A tak mi to vidycky vyjde.*

Dalsi krok byl zaméten na odhaleni a obecnéjsi popis vztahu mezi vnitfnimi a vnéj$imi ¢isly
trojihelnikii. Pokud ozna¢ime vnitini ¢isla trojuhelniku a, b, ¢ (obr. 1), miZeme fici, Ze soucet
vnitinich Cisel je @ + b + ¢. Z obrazku 1 téz vyplyva, ze soucet vnéjsich Cisel je (a + b) + (b + ¢)
+ (a+c) = 2(a +b +c). Odtud plyne, Ze soucet vné&jsich ¢isel je dvojnasobkem souétu vnitinich
¢isel. Uvedeny poznatek 1ze vyuzit pii feSeni trojiihelniku d).
a+b+c

2
poloving ze souctu vSech tii vnéjSich Cisel, a vnéjsi Cislo a predstavuje soucet dvou zbylych

222 a= 3 (b+c— a).Obdobné

vyjadfit jako rozdil — a. Z ptedchozi Givahy totiZ vime, Ze soucet vnitinich ¢isel je roven

vnitinich ¢isel. Proto je vnitini ¢islo v hornim polix =
Ize urcit i zbyla dvé vnitini ¢isla (obr. 7).
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1 1 b
E(ﬁ"*’f*b) E(‘H— —c)

Obrazek 7. Vypocet vnitinich ¢isel ze zadanych vnéjsich ¢isel v trojahelniku typu d).

Nékteré autentické studentské odpovédi na otazku, jakou metodu pouzili pfi hledani

vnitinich ¢isel (obr. 8):
,Metodou pokus-omyl, rozdélila jsem 34 na 17 a 17, a pak jsem na jedné strané pridavala a na
druhé ubirala podle toho, jak mi to vychazelo.*

Jina studentka tento postup uptesnila a popsala jednoduchy postup, jak tesit trojuhelniky se
ttemi vnéjSimi Cisly:
»VZzdy jsem spodni Cislo vydélila 2 a poté si odecetla rozdil Cisel na strandch a podle toho
upravila polovinu spodniho cisla.*

Toto tvrzeni bylo doplnéno vypocty potiebnymi k vyfeseni trojuhelniku na obrazku 8:
»34:2=17; 25-15=10; 10:2=5; 17-5=12; 17+5=22".

15 25 15 25

34 34 a

Obrazek 8. Reseni trojithelniku se tiemi zadanymi vné&j§imi &isly.

Rozsah ptispévku neumoziiuje uvést vSechny etapy prace s Ciselnymi trojuhelniky, které
byly v pribéhu seminafe realizovany a reflektovany. Napiiklad byla diskutovana souvislost
aritmetického a geometrického pohledu na ¢iselné trojuhelniky, jak ji prezentuje Wittmann
(2001), a kterou jsme vyuzili pii obecném feSeni trojihelniku typu d). Autor uvadi, ze
matematicka podstata ¢iselnych trojuhelnikti vychazi z nasledujiciho geometrického problému:
Je dan trojuhelnik ABC. Sestrojte tri kruznice se stiedy ve vrcholech tohoto trojuhelniku, pro
ktere plati, Ze kazdé dvé kruznice maji vidy prave jeden bod dotyku.
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Obrazek 9. Geometricka interpretace ¢iselného trojuhelniku.

Z obrazku 9 vyplyva, zex +y=c,y+z=a,Xx+z=Db.Protojec+a=(x+y)+(y+2)
=(x+2)+2y=b+2yatudizy = (c+a-b). Stejné tak plati, e x=— (b + ¢ - a)
1

az:E(a+b—c).

Studenty zaujala také otazka poctu feSeni trojuhelniki se zadanymi Cisly (vice nez jeden
licha a suda. Domnivame se, ze i zuvedeného je zfejmy vyznamny motivacni potencial
prostiedi ¢iselnych trojahelniki.

4. Shrnuti, diskuse a zavéry

Zkusenosti z vyuzivani reflektivni analyzy zaméfené na studentsky piistup K netradiénim
ulohdm, s nimiz se dosud ve §kolnim vzdé€lavani v roli zdka nesetkali, pfinesly nékteré podnéty,
které se pokusime shrnout a odpoveédét na otazky, které jsme si polozili.

Postupy, které studenti pii vlastnim feSeni pouzili, byly velmi rozmanité. Nebylo smyslem
vlastni reflexe ani tohoto ¢lanku je blize kvantifikovat. Bylo vSak ziejmé, Ze pfevazné
postupovali v intencich moznosti zaku paté tfidy: metodou pokus — omyl, bez hlubsiho
zdlivodnéni a patfi¢né argumentace. Pouze vyjimecné bylo moZzno zaznamenat sofistikovangjsi
postupy a znalosti osvojené v pfedchozim matematickém vzdé€lavani. Potvrdila se tim naSe
zkuSenost, kterou jsme zaznamenali pfi analyze studentskych feSeni nestandardnich uloh jiz
v minulém obdobi (Novakova, 2019).

Studenty aktivita pln¢ zaujala, diskuse se vedle hledani vlastniho fesSeni jednotlivych typi
trojuhelnikti zamétovala pifedevsim na to, zda a v jaké podobé¢ bude mozné ulohy vyuzit v praxi
vyuky ve vyssich ro€nicich 1. stupné zakladni skoly.

Z autentickych nazort studenti:

»Mné se to libi, protoze jsem nad tim i ja musela premyslet a myslim, Ze to ty déti rozviji. Je to
uplné jiny typ prikladii, nez na jaky jsou zvykli z ucebnic.

»Mé prekvapilo, kolik se toho da s tim jednim trojuhelnikem zvladnout*.

»PFislo mi super, Ze jsou tam nejdriv lehci priklady, pak tezsi a pak zase lehci. Zase se tam
nevyuziva tolik prechod pres desitku, ale jsou tam ty zakladni pocty. Takze je to i pro slabsi
zaky motivujici.

»Rozviji to kreativitu deéti. Nekteri v tom hledaji systém, jini resi metodou pokus-omyl.*

»Mné prijde, Ze Zaci se muzou citit svobodnéjsi. Je super, Ze nejsou uzavreni do urcitého
postupu.
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LwUrcite by to Slo vyuzit pro ty Sikovnéjsi ve tride nebo pro ty, kteri tu béznou latku zvladaji
S prehledem.

Je to vhodné pro vsechny Zaky. Ti slabsi zuistanou jen u pocitani a ti Sikovnéjsi pak miizou
hledat ten systém a ditkazy.*

Na rozdil od spontanniho pfijeti prostiedi ¢iselnych trojuhelnikii studenty ucitelstvi byly
nazory ucitelti patych tfid, ve kterych diplomantka Riizena ,,experimentalni vyuku* realizovala,
ponékud raznorodé:

»Nemiizu prece veénovat hodiny vyuky na to, aby si zaci pracovali po svém a povidali si, aniz
bychom se posunuli v ucivu.*

,Zdky je nutné motivovat znamkami nebo pochvalou pred spoluzdiky a odménou, jinak jejich
snaha polevuje.

,.Zdci mé mile prekvapili svou schopnosti vést diskuzi a argumentovat. Abstraktnéjsi zavéry byli
schopni vyvodit jen Zdaci, kteri se hlasi na viceleta gymndazia.*

U nékterych zakii jsem necekala takovou aktivitu a zapal.*

Prostfednictvim feSeni a bliz§iho ,,zkoumani® vybranych uloh z prostiedi ¢iselnych
trojuhelnikti jsme se pokusili angazovat studenty do uvazovani o sob¢&, o své piipravenosti
k efektivni vyuce matematiky. Podstatnou se jevi konfrontace studentskych pohledii na Glohy
s videozaznamem vybranych sekvenci feSeni zakt v realném prostiedi vyuky. Zménu pohledu
studenta na feSeni uloh uréenych pro zaky 1. stupné ZS povazujeme za jeden z elementil
konstrukce profesni identity ucitele, jeho profesniho ptesvédceni (Pajares, 1992). Budouci
ucitel jiz neni pouhym feSitelem lohy, jehoz cilem je Glohu (co nejrychleji a podle pozadavki
svého ucitele) vytesit. Proces budovani individualni identity ucitele, do néhoz se promita také
piesvédCeni o pfipravenosti studenta k fizeni ucebni ¢innosti zakl pii feSeni tloh (Dofkova,
2016), je vsak v didakticky zaméfenych predmétech studia teprve nastartovan.
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