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Abstrakt

Kurikulum matematiky v primarnim vzdélavani v Némecku pruzné reaguje na soustavné
se ménici stav lidské spole¢nosti a védy. Ptikladem toho je vyuka pravdépodobnosti na 1. stupni
zakladnich skol. V Némecku je ucivo pravdépodobnosti diky kvalitni legislativni opote
integralni souc¢asti vzdélavani na vSech typech a stupnich skol. Didaktici matematiky se vénuji
vyzkumu této problematiky a informuji o svych vysledcich pfevazné v tizce zaméfenych
studiich. Némecké ucebnice matematiky pro 1. stupeit obsahuji zakladni ucivo
pravdépodobnosti. Vyuka pravdépodobnosti Se na 1. stupni pievazné hravou formou zaméiuje
na budovani prvotnich piedstav zdki o nahodnych procesech a pravdépodobnosti jevil.
Ptispévek shrnuje podstatné rysy vyuky pravdépodobnosti vV primarnim vzdélavani v Némecku
a poskytuje mnozstvi podnéti pro Ceské ucitele pfi vyuce pravdépodobnosti na 1. stupni
¢eskych zakladnich skol.

Klicova slova: matematika, vyuCovani matematice, pravdépodobnost, propedeutika
pravdépodobnosti

TEACHING PROBABILITY AT PRIMARY SCHOOLS IN GERMANY

Abstract

Mathematics curriculum at primary schools in Germany responds promptly to permanently
changing situation of human society and science. Teaching Probability at elementary schools
can be set as an example. In Germany the Probability curriculum is owing to fine legislative
support an integral part of education at all sorts and stages of schools. The didacticians
of Mathematics deal with research of this topic and they inform of their results mostly in
narrowly focused studies. The German mathematical schoolbooks for primary schools contain
the fundamental curriculum of probability. The Teaching of Probability at primary schools
focuses mainly by a playful form to build primal pupil concepts about random processes and
probability of phenomena. The article summarizes the fundamental attributes of teaching
Probability at primary schools in Germany and it provides a lot of impulses for Czech teachers
during teaching Probability at Czech primary schools.

Keywords: Mathematics, Teaching Mathematics, Probability, Propedeutics of Probability

1. Uvod

U¢ivo pravdépodobnosti je nedilnou soucasti Skolniho vzdelavani v mnoha vyspélych
zemich. Rychlost, s jakou si pravdépodobnost ziskala své misto ve $kolni vyuce?, 1ze povazovat

1V Némecku se podle Cordt (2012 , s. 4) u€ivo pravdépodobnosti objevilo ve vzdélavacich planech pro vyssi
ro¢niky gymnazii jiz v roce 1901, avSak az do roku 1945 hraly statistika a pravdépodobnost spise bezvyznamnou
roli. V 70. letech 20. stoleti byla pravdépodobnost volitenym u¢ivem k maturité a vyucovala se béhem jednoho
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za velky uspéch, nebot’ axiomaticka vystavba teorie pravdépodobnosti se objevila az na pocatku
minulého stoleti® a dale se jesté upravovala v padesatych letech.® Zatimco zafazeni uéiva
pravdépodobnosti do vyuky matematiky pro zaky 2. sekundarniho vzdélavani (asi od 11 do
ptiblizn¢ 15 let v€ku zakt) byva dnes vétSinou obvyklé, neni jeho zafazeni do vyuky
v primamim vzdélavani* samoziejmé. Podrobng&jsi analyzu rozdild ve vyudovéani
pravdépodobnosti v riznych zemich zde neprovadime a zaméfujeme se pouze na vyuku
pravdépodobnosti v Némecku (kap. 3). Aby mohl ¢tenaf aspon ¢astecné porovnat vyucovani
pravdépodobnosti mezi CR a Némeckem, piipomindme nékteré aspekty vyuky pravdépo-
dobnosti v CR (kap. 2). V kapitole 4 a se pak vénujeme propedeutice pravdépodobnosti na
1. stupni némeckych zakladnich skol.

2. Vyuka pravdépodobnosti v CR

Pravdépodobnosti se v ¢eském Skolnim prostiedi nevénuje dostate¢na pozornost, jde u zaka
i uCiteld o méné oblibené ucivo a vétsSinou se jeho dulezitost pro budovani matematické
gramotnosti zakt béhem Skolniho vzdélavani podcenuje. Ucivo pravdépodobnosti je
zastoupeno v RVP ZV az pro 2. stupeit ZS a v RVP na SS. Na 1. stupni ZS se s udivem
pravdépodobnosti zaci prakticky nesetkaji a jeho zatazeni zalezi Cist¢ na konkrétnim uditeli.
Pro zafazeni uéiva pravdépodobnosti do vyuky matematiky na 1. stupni chybi legislativni
opora, jak pro ucitele, tak i napt. pro tviirce ucebnic.

Vétsina dostupnych vyzkumnych pfispévki cCeskych autori se tykd vyuky
pravdépodobnosti na vy$$im neZ primarnim vzdélavani. Autorovi neni znama Zadna ucelené
prace Ceskych autord, kterd by se komplexné zabyvala zarazenim uciva pravdépodobnosti
v uéebnicich nebo ve vyuce matematiky na 1. stupni ZS v CR, ani tieba jen jako soucast
komplexné&jsiho pohledu na vyuku matematiky na 1. stupni. Okrajové se vyuky pravdépo-
dobnosti dotkly snad jen autorky v publikaci (Ho$pesova, Stehlikova, Ticha 2007), ktera se
vénuje tématu kultury vyucovani matematice. J. Slezakova vytvati Koncept pravdeépodobnosti
v prostredi Krokovani (prvni roénik a vyssi ro¢niky) (HoSpesova, Stehlikova, Ticha 2007,
s. 131-132), ve kterém predstavuje tzv. krokovani k budovani propedeutiky pravdépodob-
nostniho mysSleni: ...pétice Zakii zavodi na trase dlouhé 8-12 kroku. Prvni Zak hodi hraci
kostkou, rekne cislo, které padlo, a udéla prislusny pocet krokii. Pak nasleduji dalsi Zaci. Kdo
je prvni v cili? Popsana hra je hazardni hrou. Autorka dale predstavuje obtiznéjsi hru, tzv. hru
Faborky, ve které si hra¢ vytvaii pravdépodobnostni intuici. Tu vyuZije ke zvySeni nad&ji
(8ance) na vyhru: Zdak dostane 4 faborky a ty polozi na ¢tyFi znacky krokovaciho jevisté.
Napriklad na znacky vzdalené od zacatku jevisté o 2 kroky, 5 krokii, 8 krokii a 12 krokii. Pak
se Zak postavi na zacatek krokovaciho jevisté a hodi dvema kostkami. Soucek ok, ktera na
kostkach padnou, odkrokuje. Napriklad, kdyz padne 2 a 6, odkrokuje 8 krokii. Ma-li na znacce,
ke které dosel, faborek, ziskava bod. Nema-li, neziska nic. [...]. Vysledky jsou zaznamenavany
do tabulky. Zak si vytvaii tzv. klastr® budouciho schématu pravdépodobnosti vysledku v jevu
,hod dvéma kostkami”, ke kterému se lze vratit znovu na 2. stupni ZS a opétovné na SS.

pololeti $kolniho roku. Na pielomu tisicileti se podle Sill a Kurtzmann (2019, s. 11) pravdépodobnost na 1. stupni
vyucovala pouze na dvou z 16 spolkovych zemich, stochastika jako celek pak na 14 ze vSech spolkovych zemich.
2 Axiomatickou vystavbu pravdépodobnosti vytvofil svétové zndmy rusky matematik Andrej Nikolajevic
Kolmogorov (1903-1987) v dile Grundbegriffe der Wahrscheilichkeitsrechnung v roce 1933.

3 Kolmogorovou teorii dile rozvijel napt. mad’arsky matematik Alfréd Rényi (1921-1970).

4 Jde o priméarni a sekundarni vzdé&lavani ISCED 1 a 2 podle mezinarodni standardni klasifikace vzd&lavani
(International Standard Classification of Education), ktery trva v Némecku 4 roky a probiha v ramci zakladni
Skoly (Grundschule).

5 Tzv. klastrem se rozumi piedstupeii schématu pojmu, jde o propojeni izolovanych informaci o daném objektu,
procesu, situaci, vztahu v procesu poznavani a u¢eni zaka.
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Utivo pravdépodobnosti se v ¢eskych ucebnicich pro 1. stupeit ZS objevuje jen velmi
sporadicky. Vyjimkou jsou noveé napt. Hejného ucebnice matematiky z nakladatelstvi Fraus,
kde je pravdépodobnost oznadena jako udivo rozsifujici. Zaci se po feseni vhodné vybranych
uloh nejdiive z kombinatoriky, pozd¢ji také z pravdépodobnosti piimo seznamuji s vypoctem
pravdépodobnosti v Laplaceovych pokusech.

Jsme presvédceni o zdsadnim vyznamu zafazeni uciva pravdépodobnosti do vyuky
matematiky na 1. stupni ZS a v dal$ich kapitolach ptedstavujeme némecké pojeti. Jsme si
védomi toho, ze vyuka pravdépodobnosti na 1. stupni v Némecku je pro ¢eské ucitele pouhou
inspiraci a ze k této problematice je potieba vést dlouhodobou odbornou diskusi.

3. Vyuka pravdépodobnosti v Némecku

V Némecku je pravdépodobnost spolu se statistikou® soucasti tzv. stochastiky.
V pedagogické literatuie se tak bézné pouziva oznaceni ,,stochastické vzdélavani nebo ,,vyuka
stochastiky*“. Z komplexniho oboru stochastiky se v dalSich kapitolach zaméfujeme pouze na
pravdépodobnost. Pfedstavime, jak jsou jeji zaklady vyu€ovany v primarnim vzd€lavani
v Némecku, kde se ji ve srovnani s CR vénuje vyrazné vétsi pozornost. Cerpame predevsim
z monografie (Sill, Kurtzmann 2019)” a mnoha jinych pfedevsim ¢asopiseckych zdroji.

3.1. Dilezitost vyucovani a uceni se pravdépodobnosti

Vyznam pravdépodobnosti jako soucasti vzdélavani zdiraznila fada osobnosti z oblasti
védy. Muzeme piipomenout mad’arského matematika Alfréda Renyia (1921-1970), ktery
zdlraznil uzite¢nost po¢tu pravdépodobnosti v béZzném zivoté i v ruznych oblastech védy
a techniky. Podle néj se Zaci uc¢i pravdépodobnost piedev§im proto, nebot” hraje dulezitou roli
ve vyvoji jejich mysleni. Také se vizionaisky domnival, Ze je pravdépodobnost nepostradatelna
pro dal§i rozvoj matematiky jako védy.® Nemylil se. Ke viem jeho postichim se dodnes
vracime. Dokladem toho je zfejmy stale rostouci vyznam pravdépodobnosti ve stale §irsi
a pestiejsi skale védnich obora: Znalosti z pravdépodobnosti se vyuziji v matematické statistice,
fyzice, biologii, meteorologii, chemii, medicing, stavebnictvi, ekonomii, finanénictvi,
pojistovnictvi, farmacii a farmakologii, pravu, ale i napt. v lingvistice, reklame aj. Zajimavym
piikladem je kryptografie, ktera pifimo vyuziva nepiedvidatelnost nahodilych jeva v sifrovani
a pomoci posloupnosti (pseudo)nahodnych ¢isel vytvaii ucinné Sifrovaci klice. Némecka
spolec¢nost si uvédomuje tento argument. V roce 2005 byl vyslySen politicky pozadavek
a s vyukou pravdépodobnosti se od té doby za¢ina v Némecku jiz na 1. stupni ZS.

Dal$im z4sadnim argumentem je zkuSenost, Ze téma pravdépodobnosti neni ani malym
zaktim vlastné vibec cizi. Zfejm¢ nenajdeme déti, které by se nemusely nékdy rozhodovat
v situaci, ktera je (Sasto jen ¢aste¢né nebo i zcela skryté) spojena s ndhodou. Zaci mlad§iho
Skolniho véku maji naopak s nahodou uz fadu zkuSenosti, jak z pfedskolnich zafizeni, tak
1 z rodinného prostredi. Urcité se setkali s ndhodou pti riznych détskych hrach, které jsou casto
zalozeny na principu nahody. Déti tedy vlastné maji i zkusSenosti s nahodnymi generatory
(losovacimi zafizenimi), jako jsou kostka, poutové kolo §tésti ¢i losovani predmétu z dlané
apod. Pfi riznych hrach (tedy bez pomoci Skolni vyuky) si déti rozviji své prvni predstavy
o nahodé¢, casto si vytvaii vlastni animistické pfedstavy a marné patraji po ,tajemstvi®, diky
kterému by jim pifi hodu hraci kostkou zaruené padla sténa se 6 puntiky. VSechny jejich
odhady o nastani toho kterého jevu jsou vzdy subjektivni. Pokud nedojde k rozvoji ale i korekci

® Nékdy také spoleéné s kombinatorikou.

7 Recenze publikace byla uvefejnéna v Casopise e-Pedagogium a je dostupnd z https://e-pedagogium.upol.cz/
archive.php?filtered=1&mag=epd&year=2018.

8 Volné podle Cordt (2002, s. 5).
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téchto prvotnich intuitivnich piedstav o pravdépodobnosti, zafixuji si Zaci az do zacatku vyuky
pravdépodobnosti na 2. stupni své chybné predstavy a nerealistickd ocekavani, coz vyrazné
ztizi vyuku pravdépodobnosti na 2. stupni. Prvostupnovi ucitelé by méli zav¢as vyuzit tento
potencial malych zaki, nebot’ s kazdym ro¢nikem klesa podle psychologi zajem zaka
o zkoumani novych véci i nadSeni pro matematiku.

Pravdépodobnost je jako matematicka disciplina definovana axiomaticky, coz ma za
disledek to, Ze mnoho jejich pojmi zistava ve vyuce dlouhou dobu nedefinovano, a i pozdéji
jsou tyto zakladni pojmy ve Skolnim prostiedi velmi t€Zko uchopitelné. To vSechno vSak neni
ptekazkou pro zatazeni pravdépodobnosti na 1. stupent! Pravdépodobnost je mozné vyucovat
jediné tak, Ze se zaci budou dlouhodobé a opakované setkavat s pravdépodobnosti, a to vhodnou
formou. Toto ,,setkavani* je proces, ktery by mél zacit jiz na 1. stupni tak, jak je tomu na
némeckych Skolach. Pojem pravdépodobnost je potieba “pestovat” arozvijet. Experimentovani
a pozorovani — bézné z vyuky pravdépodobnosti na 2. stupni — mize provadét snadno
| prvostupnovy zak, pouzivané u¢ebni metody, zalozené na hrach a experimentech také nebrani
zatazeni tohoto uciva. Naopak budou vzbuzovat u zakl zajem, radost a zvédavost. Vyuka
pravdépodobnosti na 1. Stupni by méla byt hrava a méla by umoznit udélat vyuku “Zivou™ a pro
zaky zajimavou. Kromé toho se také pii experimentech, pfi zdpisech a zpracovani vysledkil
pokusti zéaci uci techniky a metody podstatné i pro dalsi oblasti matematiky, napf. statistiky.

3.2. Odborna literatura a vyzkum vyuky pravdépodobnosti v Némecku

Vyuce pravdépodobnosti na primarnim vzdelavani se v Némecku vénuje mnoho odbornych
didaktikti matematiky, psychologi, odborniki v oblasti primarni i sekundarni pedagogiky
i ucitelt z praxe. Sill a Kurtzmann hned v tivodu své publikace (2019, s. 1) upozoriiuji, ze mezi
némeckymi didaktiky existuje vice riiznych ptedstav o smysluplné vyuce stochastiky (vcetné
pravdépodobnosti). V kapitole 4.1 ¢erpame piedevsim z publikace (Sill, Kurtzmann 2019). Pro
hlubsi studium problematiky je vSak mozné vyuzit fadu dal§ich odbornych i popularné-
nauc¢nych publikaci, které poskytuji uceleny ¢i jen €¢asteCny metodologicko-didakticky vhled
do tématu vyuky pravdépodobnosti v Némecku.®

Eichler, A. & Vogel, M. (2009). Leitidee Daten und Zufall. Von konkreten Beispielen zur
Didaktik der Stochastik. Wiesbaden: Vieweg+Teubner.

Eichler, A. & Vogel, M. (2011). Leitfaden Stochastik. Wiesbaden: Vieweg+Teubner.

Kiitting, H. & Sauer, M. J. (2008). Elementare Stochastik: mathematische Grundlagen und
didaktische Konzepte. Berlin (aj): Springer.

Kiitting, H. (1994). Didaktik der Stochastik. Mannheim: BI-Wiss.-Verlag.
Schupp, P. (1979). Zugdnge zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. Tiibingen: DIFF.

Gigerenzer, G., Swijtink, Z., Poter, Th., Daston, L., Beatty, J. & Kriiger, L. (1999). Das
Reich des Zufalls. Wissen zwischen Wahrscheinlichkeiten, Hdufigkeiten und Unschdrfen.
Heidelberg: Spektrum Akademischer Verlag.

Griinewald, R. (1989). Untersuchungen unter Einbeziehung kombinatorischer und
stochastischer Aufgaben in den Mathematikunterricht der unteren Klassen (Schulmathe-
matische Forschung). Preprint ¢. 221, Humboldt-Universitét zu Berlin: Sektion Mathematik.

® Vybirdme jen nejcitovangjsi publikace, vynechali jsme odborné publikace k teorii pravdépodobnosti a statistiky.
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Griinewald, R. (1991). Schwierigkeiten mit der (statistischen) Wahrscheinlichkeit in den
ersten Schuljahren. In: Stampe, E., Schulz, W., & et al. Berliner Tagung zur Didaktik der
Mathematik, s. 49-52.

Griinewald, R. (1991). Zum Unterrichten von Stochastik in der Primarstufe — Standpunkte
und erste Erfahrungen. In: R. Griinewald (ed.), Stochastik im Mathematikunterricht der unteren
Klassen; Kolloquium am 4. 2.1991 in Berlin, s. 44-53.

Heitele, D. (1977) Fragmente einer Geschichte der Wahrscheinlichkeitsdidaktik
(insbesondere des Primarbereiches). Didaktik Mathematik. 12(4), s. 245-262.

Hilsberg, I. & Warmuth, E. (1991). Stochastik von Klasse 1 bis zum Abitur — ein Lehr-
gangsentwurf. In: R. Griinewald (ed.), Stochastik im Mathematikunterricht der unteren
Klassen; Kolloquium am 4.2.1991 in Berlin, Preprint Nr. 91-18, (s. 6-14). Humboldt-
Universitét zu Berlin: Fachbereich Mathematik.

Neubert, B. (2006). Leitidee ,,Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit® in Schulbiichern
fiir den Primarbereich. In Eichler, A., & Meyer, J. (ed.), Tagungsband 2006/2007 des
Arbeitskreises "Stochastik in der Schule" in der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik e.V.
Anregungen zum Stochastikunterricht, Band 4 (s. 49-63). Hildes-heim: Franzbecker.

Panknin, M. (1974). Kombinatorik, Wahrscheinlichkeit und Statistik fiir die Klassen 1-6.
Bochum: Verlag Ferdinand Kamp.

Sill, H-D., & Kurtzmann, G. (2019). Didaktik der Stochastik in der Primarstufe. Berlin,
Heidelberg: Springer Spektrum.

Wollring, B. (1994). Fallstudien zu frequentistischen Kompetenzen von Grundschulkin-
dern in stochastischen Situationen — Kinder rekonstruieren verdeckte Gliicksrader. In H. Maier
& J. Voigt (ed.), Untersuchungen zum Mathematikunterricht. Verstehen und Verstindigung
(s. 144-180). Koln: Aulis Verlag.

Mnoho piispévki, informaci z vyzkumnych zprav, zkuSenosti z realizovanych experimenti
ve vyuce, riizné pripadové studie a navrhy na realizaci vyuky stochastiky 1ze nalézt predev§im
v némeckych ¢asopisech matematicko-didaktického a pedagogického zameéteni, k nimz patii
napt. Stochastik in der Schule, Grundschule, Grundschulunterricht Mathematik, Grundschul-
magazin, Mathematik lehren, Mathematik in der Schule, Mathematik, Sachunterricht und Mathe-
matik in der Primarstufe, Statistik in der Schule aj.%°

Prevazna cast vyzkumi vyuky pravdépodobnosti v Némecku se tyka sekundéarniho
vzdélavani I a 11, zacina se vSak také zvySovat pocet prispevku K témuz tématu pro 1. stupen
ZS. Cordt (2012, s. 3) shrnuje vysledky dosud realizovanych vyzkumnych Setfeni a zmifuje
predevsim vysledky studie PISA z roku 2003, podle kterych povazuji némecti ucitelé
pravdépodobnost spise za tzv. ,,téma na konec $kolniho roku”. Setfeni rovnéz poukazalo na to,
ze ucitelé v Némecku uci pravdépodobnost (stochastiku) ¢asto neradi a vénuji ji ve vyuce na
1. stupni prostor v mife nezbytné nutné. Priin spiSe negativniho pohledu na vyuku
pravdépodobnosti v nazorech ucitelt miize byt vice: teprve neddvno (pfelom 19. a 20. stoleti)
byla pravdépodobnost zafazena do vyuky na némeckych Skolach, vice aktivné pusobicich
uditeld neproslo na VS odpovidajici pipravou v pravdépodobnosti aj. Presto 42,5 % tazanych
uciteldl souhlasi s rostoucim vyznamem stochastiky pro bézny Zivot zZakl a potfebou zaradit toto
ucivo do vyuky, s vyukou pravdépodobnosti na primarnim vzdélavani souhlasi 17,5 %
respondentl. PfestoZe plisobi zaci pii vyuce pravdépodobnosti jako pozorngjsi a motivovanéjsi,

10 Podrobny piehled lze nalézt v seznamu pouzité literaury diplolové prace Cordt (2012).
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hodnoti ué¢ivo jako obtizné.** Cordt se domniva, Ze pti¢inou posledniho zjisténi by mohl byt
nedostatek vlastnich zkuSenosti zakti z mimoskolniho prostredi.

Vyuka pravdépodobnosti trpi vV primarnim i sekundarnim vzd¢lavani podle Sill
a Kurtzmann (2019, s.12) dodnes zna¢n¢ tim, ze se v ruznych spolkovych zemich dost lisi
vysokoskolska ptfiprava budoucich prvostupiiovych ucitelti: podil matematické slozky
vzdélavani ucitelt kolisa mezi 3-33 % celkového obsahu vysokoskolské ptipravy!

3.3. U¢ivo pravdépodobnosti v némeckych legislativnich kurikularnich dokumentech

Pravdépodobnost je v Némecku zakotvena piedevsim ve dvou kurikularnich dokumentech,
které jsou zavazné pro vSechny spolkové zemé. Jde o tzv. Vzdeélavaci standardy matematiky
pro primdrni vzdelavani (vyd. 2005, dale je Standardy)*? a tzv. Doporuceni k ciliim a tvorbé
stochastické vyuky... (vyd. 2002, dale jen Doporuceni).

3.3.1 U¢ivo pravdépodobnosti ve vzdélavacich standardech
Standardy stru¢né shrnuji cilové obsahové kompetence zakt pro oblast Data, cetnost
a pravdepodobnost. Odstavec k pravdépodobnosti za¢ina heslem Srovndvat pravdépodobnosti
Jevit v ndhodnych experimentech a je dale upfesnén dvéma body:
e znat zdkladni pojmy (napr. jisty, nemozny, pravdépodobny),
e odhadovat sance na vyhru v jednoduchych nahodnych experimentech (naprv. hry
s kostkou) (2005, s. 11).

Zaci v primarnim vzdélavani v Némecku by se méli nau¢it predevsim kvalitativng
ohodnocovat pravdépodobnost, a to pomoci ptidavnych jmen nemozné, pravdépodobné a jiste,
ptfipadné se zdlraznénim jako spiSe nemozné, témer jisté apod. Cilem vyuky je také naucit se
znazoriovat pravdépodobnost vysledkii ndhodnych procesi na tzv. pravdépodobnostni skale.
Z4ci by se méli dale pokouset odhadovat $ance na vyhru v riiznych hrach o nahodé a premyslet
o tom, zda je hra spravedliva ¢i nikoliv. Ze Standardii citujeme typové ulohy, které piedstavuji
cilovy standard zakd na konci 4. téidy némecké zakladni skoly.

Uloha 1: U hraci kostky je soucet ok proti sobé lezicich stén stile 7. Tedy napr. 3 proti ...,
... proti ... apod.

Uloha 2: Predstav si, Ze hdzis hract kostkou pétkrdt a scitds pocty ok na vrehni sténé kostky
po dopadu. Nejmensi soucet je... Nejvétsi mozny soucet je...

Uloha 3: Predstav si, Ze hazis dvéma hracimi kostkami. Pii jednom hodu scitds pocty ok na
vrchnich sténach obou kostek. Jaké soucty jsou mozné? Vsechny vypis...

Uloha 4: Pii hdzeni dvéma hracimi kostkami je soucet 7 ok, kterd padnou na vrchnich
steénach kostek, podstatné castejsi nez soucet 12. Cim to je?...

11 Vice k tomu napiiklad v ¢lanku Martignon, L. & Wassner, C. (2005). Schulung friihen stochastischen Denkens
von Kindern. Zeitschrift fiir Erziehungswissenschaft, 2/2005, s. 202-222.

12 Pro dokresleni kompaktnosti systému kurikularnich dokumenti v Némecku dodavame, Ze oba dokumenty
navazuji na tzv. Spolecny ramec pro spolkové zemé ve vzdélavani déti v predskolnich zarizenich (v originale
Gemeinsamer Rahmen der Linder fiir die friihe Bildung in Kindertageseinrichtungen, vyd. 2004 a dostupné
z https://www.kmk.org/fileadmin/Dateien/veroeffentlichungen_beschluesse/2004/2004_06_04-Fruehe-Bildung-
Kitas.pdf). Dokument naznac¢uje hlavni sméry a cile vzdélavani zakt v mateiskych $kolach. Kazda spolkova zemé
kromé toho vydava pro ucitele svtj tzv. Orientacni plan pro vzdélavani a vychovu v predskolnich zarizenich
(Orientierungsplan fiir die friihe Bildung in Kindertageseinrichtungen), ktery je pro ulitele z dané spolkové zemé
k dispozici na https://www.bildungsserver.de).
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Uloha 5: Hrajes si s kamarddy s hraci kostkou. Kazdy z hrdcii si smi vybrat jedno pravidlo,
podle kterého bude ziskdavat body.

o Ziskas bod, kdyz bude pocet ok na vrchni sténé kostky sudy.

o Ziskas bod, kdyz bude pocet ok na vrchni sténée kostky délitelny tremi.

o Ziskas bod, kdyz bude pocet ok na vrchni sténé kostky mensi nez pet.

o Ziskas bod, kdyz bude pocet ok na vrchni sténé kostky veétsi nez pét.

o Ziskas bod, kdyz bude pocet ok na kostce nulovy.

Chces ziskat co nejvice bodii. Které pravidlo bys zvolil? (2005, s. 33-35)1

Z typovych tloh vyplyva, ze zaci by na 1. stupni méli fesit v hodinach matematiky tlohy,
se kterymi se setkavaji ¢esti Z4ci nejdiive na 2. stupni ZS! Mezi Glohami rozhodné neni tikol
vypocitat hodnotu pravdépodobnosti (kvantifikovat ji), ale pouze ziskavat prvni zkusenosti
s ndhodnymi procesy a jejich vysledky a pravdépodobnosti vysledk kvalitativné ohodnocovat.

3.3.1 U¢ivo pravdépodobnosti v Doporucenich k vyuce pravdépodobnosti

Tzv. Doporuceni (2002)' precizuji cile vzdélavani zaki v pravdépodobnosti na 1. stupni
ZS v Némecku. Ve své tivodni &asti kladou autoii dokumentu smérem k soucasné vyuce
matematiky jasny pozadavek: K ukoliim vzdéldvani moderni vyuky matematiky patii |[...]
rozvijet dovednosti zaki rozhodovat se a zduvodnovat pomoci dat ¢i pravdépodobnostnich uvah
a soudu. (2002, s. 22-23) Takova vyzva nasla v Némecku svou odezvu: ucivo
pravdépodobnosti je zafazeno v ucebnicich matematiky pro 1. stupen a také budouci
prvostupiiovi u¢itelé jsou $koleni v propedeutice pravdépodobnosti na VS. Autofi dale
pozaduji, aby ucivo pravdépodobnosti nestalo ve vyuce matematiky osamocené, ale vyhradné
propojené s ostatnim ucivem. V ramci absolventské urovné ve stochastice na primarnim
vzdélavani by Zaci mimo jiné méli:*®
e byt konfrontovani s pravdépodobnostnimi vypovedmi, méli by zkouset hry
s generatory nahodnych cisel aj.,
o odhadnout a kvalitativné srovnavat pravdépodobnosti jednoduchych nahodnych jevii
na zaklade dat, zkusenosti nebo analyzy podminek priibéhu nahodného procesu,
e disponovat prvnimi zkusenostmi s jednoduchymi nahodnymi experimenty.
(2002, s. 23)

3.4. Sonda zarazeni uéiva pravdépodobnosti v némeckych uéebnicich'®

Némecké $koly si vybiraji z iroké nabidky ucebnic matematiky pro zaky 1. stupné.!’
Kazda spolkovéa zemé nebo jejich skupiny preferuji své vzdélavaci materidly, které reflektuji
obsahové pozadavky na vzdélavani podle Skolni legislativy pfislusné spolkové zemé.

13 Formulace tloh byly oproti origindlu terminologicky mirng zpiesnény.

14 Doporuceni vydala v roce 2002 némecka Spoleénost pro didaktiku matematiky (GDM — Gesellschaft fiir
Didaktik der Mathematik). Vice informaci na https://didaktik-der-mathematik.de.

15 Citujeme pouze ¢ast k pravdépodobnosti.

18 Srovnanim udebnic pro 2. stupefi zakladnich $kol (a viceletd gymnazia) se zabyvala Jana Vincencova ve své
diplomové praci Pravdépodobnost a statistika v némeckych, rakouskych a ceskych ucebnicich matematiky pro
nizsi  stupen gymndzia. (2013) Masarykova univerzita v Brné, Pedagogicka fakulta. Dostupné
z https://is.muni.cz/th/fds94/.

17 K nejéastéji uzivanych ucebnicim matematiky pro zaky 1. stupné v Némecku patfi: Denken und Rechnen
(Ausgabe Ost, Arbeitsheft Daten, Hdufigkeiten und Wahrscheinlichkeit, Westermann Schulbuchverlag,
Braunschweig), Eins zwei drei /Cornelsen verlag, Berlin), Mathefreunde (Volk und Wissen Verlag, Berlin),
Mathematikus (Westermann Schulbuchverlag, Braunschweig), Nussknacker (Ernst Klett Verlag, Stuttgart),
Rechenwege (Volk und Wissen Verlag, Berlin), Zahlenzauber (Oldenbourg Schulbuchverlag, Miinchen).
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Zdrzujeme se umyslu poskytnout zde piehled o zafazeni uciva pravdépodobnosti v u¢ebnicich
pro zaky 1. stupné vzdélavani. Na ukazku ale predstavujeme zafazeni uciva pravdépodobnosti
v ucebnici Nussknacker (2014) z nakladatelstvi Ernst Klett Verlag, ktera se uziva od roku 2014
Vv tém¢éft vSech spolkovych zemich. Ucivo pravdépodobnosti se V ni vyskytuje v ucebnicich pro
2., 3. a 4. tfidu v kapitole s nazvem Ndahoda — pravdépodobnost — kombinatorika'® a pod heslem
Experimenty s kostkami.'® Formalné velmi p&kné zpracované a tvofivé pojaté uéebnice obsahuji
mnoho doprovodnych barevnych obrazki motivacniho i vykladového vyznamu. Privodcem
zaku je havran Trax, jehoz rady jim pomahaji pfi feSeni. K uéebnici jsou k dispozici pracovni
seSity (tiSténé nebo na CD ROMu), u€ebnice pro ucitele, ucitelsky balik s materidly, ptedlohy
ke kopirovani rozlisené podle naro¢nosti pro moznost diferenciace ve vyucovani, motivaéni
seSit a dalsi didaktické materialy do vyuky.

V ucebnici Nussknacker pro 2. tfidu je hlavni pozornost vénovana porozuméni a spravnému
uzivani pojmi nemozny, pravdépodobny a jisty. Slouzi k tomu tzv. pravdépodobnostni skala
(bez oznadeni krajnich bodu &isly 0 a 1 jako meznich hodnot pravdépodobnosti). Zaci na 1.
stupni nacvicuji pouze kvalitativni ohodnoceni pravdépodobnosti. Jedna z prvnich tloh vyuziva
hazeni kostkou, tedy Laplaceiiv ndhodny pokus. Piekvapivé nésleduje uloha na hazeni
ptipinaCkem, coz je ne-Laplacetiv pokus. Ta demonstruje zakiim, ze kazdy z hodl nenastava
pii sérii opakovani ,,stejnékrélt“.20 V dalsich ulohach zaci procvicuji rozhodovani o ,,férovych”
hréch, kde se jiz vyuziva hodu dvéma kostkami.

V ucebnici pro 3. tfidu se Zaci poprvé seznamuji s nahodnym procesem losovani ruzné
barevnych kostek ze sdCku a na fad€ tloh trénuji své odhady, ktery vysledek losovani je
nemozny, pravdépodobny a jisty. Opét tedy jde o nacvik kvalitativniho ohodnoceni
pravdépodobnosti. Dale zaci srovnavaji dvé pravdépodobnosti: V prvnim sdacku je 1 cervena
a 2 modré kostky, v druhém sacku jsou 3 cervené a 2 modré kostky. Ze kterého sacku je
vyhodnéjsi losovat, chci-li vylosovat cervenou kostku? Apod. Piekvapivé se zde objevuje jiz
také obtizngjsi tloha na losovani dvou kostek bez vraceni.

V ucebnici pro 4. tfidu Se nove objevuje losovaci zafizeni kolo $tésti, také nazyvané ruletka,
které neni v ¢eském prostiedi prili§ zndmé a vyuzivané. S koly S§tésti 1ze fesit mnoho riznych
uloh, velkou vyhodou je moZnost vyrobit si vlastni ruletku a vyuZit ji napf. pfi rozhodovani
o férovosti hry. Zaci opét odhaduji, zda jsou sledované nahodné vysledky nemozné,
pravdépodobné nebo jisté. Na pravdépodobnostni skale ptibyl jesté stupen nepravdépodobny,
umistény mezi pravdeépodobny a nemozny. V nékterych ulohach se vyuZzivaji strukturné

vvvvvv

vvvvv

Ulohy z pravdépodobnosti zafazené v udebnicich Nussknacker pro 2. az 4. t¥idu rozviji
dalsi ulohy v dopliikkovych u¢ebnich materidlech vydavanych k ucebnici.

4. Propedeutika pravdépodobnosti v primarnim vzdélavani v Némecku

Propedeutikou zde budeme dale podle Pedagogického slovniku (Pricha, Walterova, Mares
2003, s. 184) rozumét pripravu Ci pripravu ke studiu urcitého oboru. Uzivame tento termin
ve smyslu piipravy zakt 1. stupné na uceni se pravdépodobnosti na 2. stupni ZS. Tam Zaci
navazuji na své zkuSenosti o ndhodnych jevech ze tfid 1. stupnég, své zkuSenosti a piedstavy
o matematickych fenoménech rozviji a zptesiuji obsah dosud pouzivané ,,détské” terminologie.
V Némecku se tak i v ptipadé uciva pravdépodobnosti dodrzuje spiradlovy princip zafazovani

18V origindlnim zné&ni Zufall — Wahrscheinlichkeit — Kombinatorik.
19V origindlnim znéni Wiirfelexperimente.
20 Pfipinacek je tzv. asymetricky nahodny generator.
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uc¢iva do vyuky, ktery navrhl vyvojovy psycholog J. Bruner (1915-2016) na zakladé objevu
spiralového vyvoje détského mysleni.

Prvni propedeutiku pravdépodobnosti v Némecku, aviak pro nizsi tiidy gymnézia (v CR
by $lo o nizsi tfidy 4letého gymnazia) zpracoval A. Engel v roce 19662%, ktera se viak pro
primarni vzdélavani kvili své narocnosti nehodi. Reformni hnuti v 60. a 70. letech ,,New
Math* v mnoha zemich zménilo uc¢ebni plany matematiky, v jejimz duchu napsali V. Lindenau
a M. Schindler u¢ebnici Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Sekundarstufe 122, Koncepci jejich
vyucovani pravdépodobnosti 1ze povazovat za moznou, Sill a Kurtzmann (2019, s. 8-9) vsak
pouze komentuji jeji vyhody a nevyhody. Didaktiku stochastiky rozvijeli také napt. H. Kiitting
(1994) ¢i D. Heitele (1977) v dilech uvedenych v kapitole 3.2 aj.

Ve svém konceptu vyuky pravdépodobnosti na 1. stupni ZS v Némecku (kap. 4.1 a 4.2)
Sill a Kurtzmann (2019, s. 4) dokladaji, Ze zafazeni u¢iva pravdépodobnosti na 1. stupen je
v souladu s konstruktivistickou teorii ueni $vycarského filozofa a psychologa J. Piageta (1896-
1980).

4.1. Koncept propedeutiky a vyuky pravdépodobnosti v 1. a 2. ro¢niku Z8 v Némecku

podle Sill a Kurtzmann (2019)

Vychozim pojmem koncepce vyuky stochastiky (jejiz soucasti je pravdépodobnost) jsou
pro Sill a Kurtzmann (2019, s. 18) stochastické situace, kterymi rozumi ,,jednak situace
v realité, ve kterych vznikaji a z nichz mohou byt zpracovavana data, ale také situace, v nichz
jsou mozné razné vysledky, ale ve kterych neni s jistotou dano, ktery z vysledkii nastane.*
Stochastické situace 1ze nalézt v§ude v ptirod€ i spolecnosti: stavy pocasi, rust rostlin, télesny
vyvoj Cloveéka a zvifat, produkce vyrobku, zmény ve volnocasovych aktivitdich déti, prib&h
spanku, realizace snidan¢, cesta do Skoly, psani testu atd. Typické stochastické situace vznikaji
pfi hodech minci nebo jinymi predméty, toceni kolem §tésti, losovani z osudi apod.

Na stochastické situace nahlizi Sill a Kurtzmann (2019, s. 21-29) jako na kazdy proces,
dgj, ktery oznacuji za ,,nahodny proces”, ma-li pii své realizaci vice moznych (navzajem
raznych) vysledkid. Pritom ktery z vysledkd nastane, rozhoduje nahoda. Sill a Kurtzmann
(2019, s. 22) rozlisuji procesy, které uz byly ukonceny (napf. Arne jiz napsal test.), které jeste
trvaji (napf. rist stromu) nebo procesy, které teprve o¢ekdvame (napf. hdzeni minci). Neékteré
procesy trvaji velmi kratce (napt. hazeni minci), nékteré trvaji déle (napf. napsani testu)
a nékteré velmi dlouho (napf. rlst stromu). Rozlisit lze také stochastické déje, u kterych
vysledek neovlivnime (napf. hazeni minci) a u jinych zase ano (napf. napsani Skolniho testu).
Vysledkem kazdého stochastického déje jsou urcité vysledky (stavy, objekty nebo myslenky)
vybavené urcitymi znaky. Chceme-li proces studovat prostiedky statistiky ¢i pravdépodobnosti,
je dulezité se pro urCity znak rozhodnout, stejné jako metody, pomoci nichz zjistime jeho
hodnotu. Podstatné je také zjistit, za jakych podminek d¢&j probihd a jaké faktory maji na
vysledek vliv. Ne samoziejmou vlastnosti procesu je jeho opakovatelnost za stejnych
podminek, jak jsme tomu zvykli u ndhodnych experimentii. Jako stochastické situace jsou
oznacovany tedy i takové, které probehnou jen jedenkrat, bez moznosti svého opakovani (napf.
fotbalovy zépas). Vétsina stochastickych procest v ptirodé€, spolecnosti a v zivoté Cloveka
prob&hne pouze jedenkrat, malokdy se daji opakovat a vétSinou maji vice moznych vysledkd.

2L Engel, A. (1966). Propideutische Wahrscheinlichkeitstheorie. Mathematikunterricht 12(4), s. 5-20.
22 |indenau, V., & Schindler, M. (1978). Neuorientierung des Mathematikunterrichts. 1. vyd. Studientexte zur
Grundschuldidaktik. Bad Heilbrunn: Klinkhardt.

21



Elementary Mathematics Education Journal 2020, Vol. 2, No. 1
ISSN 2694-8133

Koncept zprostfedkovani zakladnich obsahti z pravdépodobnosti v pocatecni vyuce na
1. stupni (v 1. a 2. roéniku ZS) rozdélili Sill a Kurtzmann (2019, s. 59, 60) do 5 fazi, které
v dalSich kapitolach stru¢né okomentujeme a doloZime tlohami:

e Rozpoznani moznych vysledki procesu

Porovnavani (Srovnavani) pravdépodobnosti
Popis a interpretace pravdépodobnosti
Znazornéni pravdépodobnosti na Skale
Zkoumani vlivu podminek procesu na pravdepodobnost vysledkii

4.1.1 Rozpoznani moznych vysledkii procesu

Prvnim krokem k zisk&vani prvotnich zkuSenosti s vypovéd'mi o pravdépodobnostech je
podle Sill a Kurtzmann (2019, s. 62-70) dovednost rozpoznat mozné vysledky stochastického
procesu, pficemz je s tim podle jejich ndzoru spojena fada problému a tskali.

Ptedné problémy terminologické: zatimco jsou pojmy jisty jev a nemozny jev definované
pojmy z teorie pravdépodobnosti, pouziva se bézné pii vyuce také hovorové spojeni mozny
(vysledek). Nahodny jev, ktery se jako termin na 1. stupni nepouzije, je chapan jako libovolna
podmnozina mnoziny vSech moznych vysledki nebo také jako vypovéd o vysledku ndhodného
procesu. Je proto potieba rozliSovat mezi ndhodnym jevem a vysledkem ndahodného procesu,
Casto oznaCovanym jako elementdrni jev. Jev oznacuje v hovorové fe¢i néco vyjimecného,
zatimco v teorii pravdépodobnosti je to pojem zcela neutralni. Pojmy jisty, mozny a nemozny
by se mé¢ly pouzivat pouze ve spojenich s vysledkem: jisty vysledek (ve vyznamu bezpecny,
spolehlivy, bezproblémovy, zaruceny apod.), mozny vysledek, nemozny vysledek (ve vyznamu
neproveditelny, nemyslitelny apod.). Za vhodna lze povazovat synonymni zdtraznéni slov jisty
a nemozny: Je jedina moznost, Ze... Je absolutné jisté, Ze... Je zcela jisté, Ze... Bez pochyby
nastane, zZe... Neni Zadna moznost, zZe... Viibec neni mozné, aby... Je uplné nemozné, aby... Je
vylouceno, aby... Apod. Porozuméni ,,mezim” kvalitativniho ohodnoceni pravdépodobnosti se
opie o skute¢nosti, ze vysledek nastane jisté (s jistotou) tehdy, kdyz mize nastat jediny tento
vysledek jako mozny, naopak vysledek je nemozny, kdyz nemtize nastat zadny mozny vysledek.
Znak sledovany v procesu ma jedinou hodnotu, nebo zadnou hodnotu, nemaji tedy charakter
nahodnosti a neptlijde o stochasticky proces, nebot’ kazdy stochasticky proces ma aspon dva
(spise vice) ruznych vysledkd. Autofi v tomto piipadé doporucuji vynechat Glohy o losovani
piredmétu z osudi, v némz jSou pouze tytéz identické predméty. Divodem je hlavné to, Ze takové
losovani nedavé smysl a ani neodpovida praxi, kde je vétSinou vice moznych vysledki.

Piebirame ulohy podle Sill a Kurtzmann (2019, s. 67, 68).

Uloha 1. S vyuzitim obrdzku® doplii do vétJ/’isty{, ‘moz“nﬁ, nemoz“nﬂ. a) Je..., ze Natalka pobézi
rychleji. b) Je..., ze se Dilara poti. c) Je..., ze Timo vstieli gol. d) Je..., ze Mateo
upadne. e) Je..., Ze Emira da gol.

Uloha 2. Doplii do vétyJ/'islﬂ, ‘mozvny‘, ‘nemozvny{. Je..., ze o Velikonocich postavim snehuldka.

Uloha 3. Pri Skolnim sportovnim dnu se kond béh na 50 m. Rozhodni, jestli jsou ndsledujici
vysledky mozné, jestli mohou nastat s jistotou nebo jsou zcela nemozné. A. Vitez
potrebuje méné nez 5 sekund. B. Jeden zdak odstoupi ze zavodu. C. Vitéz potiebuje
vic nez 5 sekund.

Uloha 4. Jaké bude u nds zitra pocasi? Co jisté nastane, co je mozné a co vitbec neni mozné?
A. Zitra bude prset. B. Zitra bude snezit. C. Zitra znovu vyjde slunce. D. Zitra bude
velmi vétrno. E. Zitra budou padat kroupy.

23 Obrazek zde neuvadime. Obrazek znazorfiuje hiisté, na kterém si hraji déti. Détem na obrazku byla pred fesenim
ulohy pfifazena jména.
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Aby se ucitel vyhnul pojmu vysledek, spoji zaci ve svych vypovédich kvalitativni
ohodnoceni piimo se sledovanym jevem: Dést je zitra pravdeépodobny. Vysplhat do 10 s je
nemozné. Apod. Nebo také jednoduse: To je jisté. To je nemozné.

4.1.2 Porovnavani pravdépodobnosti

Jestlize se ve vyuce navaze na dosavadni zkuSenosti zak s hovorové uzivanym slovem
pravdeépodobny, méli by se zaci naulit rozhodovat a vyjadiovat sva presvédceni o tom, Ze jeden
mozny vysledek je pravdépodobnéjsi nez druhy a ve specialnim piipad¢ ze mize byt prvni
vysledek stejné (priblizné stejné) pravdépodobny jako druhy. Pravdépodobnosti se tedy bud’
sob¢ blizi (nebo jsou si zjevné rovny), nebo jsou (zna¢né) rozdilné.

Pfi porovnavani pravdépodobnosti dvou vysledki téhoz procesu se musi zjistit, ktery
z obou vysledkil mé vétrsi a ktery ma mensi pravdépodobnost. SlouZzi k tomu ptipojeni ptislovce
spise, pripadné vic, jako napt. Kralik sezere spise mrkev nez bramboru., nebo druhy stupen

vvvvvvvv

Porovnéni pravdépodobnosti vysledki mé zvlastni vyznam, kdyz se pii sledovaném
procesu méni podminky, jako napt. Kdo se pilné uci, dostane dobrou znamku. Tedy dobrou
znamku dostane s vétsi pravdépodobnosti ten, kdo se piln€ u¢i. Zmeéna v pristupu zéka k uceni
ziejmé ovlivni kvalitativni hodnotu pravdépodobnosti, ktera se snizi: Nebude-/i se zdk pilné
ucit, je méné pravdepodobné, ze dostane dobrou znamku.

Podle Sill a Kurtzmann (2019, s. 72) je mozné porovnat i dvé malé pravdépodobnosti
a uvadi tento priklad: Co je pravdépodobnejsi? Ze zitra odpadne vyucovani, protoze bude
ucitelka nemocnd, nebo kvili tomu, Ze budou vyhliseny prdzdniny 7 ditvodu nadmérného
horka?

Porovnavani pravdépodobnosti by samoziejmé bylo snazsi, pokud bychom mohli
pravdépodobnosti obou vysledkil ¢iselné vyjadiit zlomkem nebo desetinnym c¢islem a Cisla
jednoduse porovnat. To je vSak mozné az po zavedeni kvantitativniho hodnoceni
pravdépodobnosti, coZ se stane az na druhém stupni ZS. Na 1. stupni tuto cestu tedy vyuzit
nelze.

Uloha 1. Predstav si, Ze se pri hodiné télocviku ucis skok do dalky s rozbéhem. Jaky vysledek
je pro tebe pravdépodobnéjsi, je-li skok platny?
A. Skocis vice nez 2 m. B. Neskocis dal nez 2 m.
Uloha 2. Potiebujes do Skoly jesté jednu knizku. Kde ji pravdépodobnéji koupis?
A.V supermarketu. B. V knihkupectvi.
Uloha 3. Jsi na cesté do skoly. Co spise uvidis? A. Autobus. B. Kocar.
Uloha 4. Kdy je pravdépodobnéjsi, ze bude u nds teplo? A. V cervenci. B. V prosinci.
Uloha 5. Kdy budes mit spise iipal od slunce?
A. Pri jizdeé na kole v Fijnu. B. Pri slunném letnim dni v cervnu.
Uloha 6. Co si pes spise vybere? Co je pravdépodobnéjsi? A. Kost. B. Okurku.
Uloha 7. Co je pravdépodobnéjsi? A. Vysplhds nahoru do 10 s. B. Nevysplhds do 10 s?

4.1.3 Popis a interpretace pravdépodobnosti

Potom co Z4ci porovnali pravdépodobnosti vysledkii daného stochastického procesu, musi
je kvalitativné ohodnotit. Slovo pravdépodobny je pouzivano ve svém hovorovém vyznamu
a vyjadiuje, Ze n&jaky vysledek nastane s velkou jistotou, jako napt. Pravdépodobné bude zitra
prset. Podobné vypovédi zaci sami bez problémi vytvaieji jiz v 1. roéniku ZS. (Sill, Kurtzmann
2019, s. 75) Pod popisem pravdépodobnosti vysledku se na 1. stupni ZS rozumi vyhradné jeji
kvalitativni popis pomoci pravdepodobny a nepravdepodobny. Synonymy mohou byt pro
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pravdepodobny (resp. nepravdépodobny) Nastane to s (pomérne) velkou pravdepodobnosti.
Ocekava se, zZe to nastane. Spise to nastane. apod. (resp. S (pomerné) velkou jistotou to
nenastane. Neocekadva se, zZe to nastane. Spise to nenastane.). Vypovédi o pravdépodobnostech
jsou piedpovédi (prognézy, odhady, domnénky) o budoucich vysledcich, kterymi zaci vyjadii,
do jaké miry ocekavaji ,nastoupeni” daného vysledku. Zdavodnit zvolené subjektivni
kvalitativni hodnoceni pravdépodobnosti 1ze odkazem na zkuSenosti ¢i znalosti o vEtsi skupiné
stejnych objektd, jak vysvétluje piiklad, ve kterém se oznaci vypoved Je mozné, Ze zajic
doskoci dal nez morce. jako pravdeépodobna, nebot spiSe nastane, vypoveéd plati pro vétsinu
zajicli, zatimco vypoveéd Je mozné, Ze morce doskoci dal nez zajic. se ohodnoti jako
nepravdépodobnd, nebot’ nastane jen ziidka. Sill a Kurtzmann (2019, s. 80) nedoporucuji
uzivat formulaci Jak (Do jaké miry) pravdépodobné je, Ze...?, nebot’ zaci znaji odpovédi jen
pravdépodobny a nepravdepodobny, a tak otazka ztraci smysl.

Uloha 1. Zakiizkuj. Dité prijede do Skoly kocdrem. D Pravdépodobné. D Nepravdépodobné.
Uloha 2. Zakiizkuj. Dité hdzi micem do kose. D Pravdépodobné. D Nepravdépodobné.?*
Uloha 3. Vyber. Lev vyhraje nad slonem v pretahovdni pomoci lana.

A. Pravdépodobné. B. Nepravdépodobné.

Na misto spise pravdépodobny se pokouseli Sill a Kurtzmann pouzivat se zadky ve vyuce
spojeni vice pravdepodobny, ale ukazalo se, ze pro vétSinu zakl byla sice nova formulace
srozumitelnd, avSak ne pro vSechny. Podobn¢ tomu bylo u formulace méné pravdépodobny.
Zkusenosti z vyuky nakonec potvrdily, ze postacuje pro porovnani a popis pravdépodobnosti
vyraz pravdépodobnéjsi.

4.1.4 Znazornéni pravdépodobnosti na Skale

DalSim krokem je vyznaCovani (subjektivniho odhadu) pravdépodobnosti na tzv.
pravdépodobnostni  $kale.® Pravdépodobnostni $kala (také pruh, pas, nékdy také
pravdépodobnostni barometr) je linearni ohraniceny utvar, jehoz geometrickym modelem je
useCka (v ptipad¢ pruhu by to byl rovinny omezeny utvar, jehoz geometrickym modelem by
byl obdélnik). Jako vhodna reprezentace $kaly se Sill a Kurtzmann (2019, s. 81) osvéd¢ilo
pouzit pravitko délky 30 cm a pro vyznaceni zvolené hodnoty pravdépodobnosti velkou
kancelatskou sponku nebo pradelnik koli¢ek, kterym Ize snadno posouvat a polohu ménit.
K vyrobé Skaly 1ze pouzit také pruh tvrdého kartonu ¢i ji jen nakreslit na tabuli. Pfi zndzornéni
Skaly do seSitu se upfednostituje vertikalné umisténd Skala, coZ ma vyhodu i pro pozdé;si
znézornéni rozdéleni pravdépodobnosti. Jednim modelem Skaly byl i tzv. pravdépodobnostni
7ebiik se zabou, ktera vyuziva mytu o tom, Ze Zaba pozici na zebiicku predpovida pocasi. Skala
jako Zebiik je jakousi diskrétni?® §kalou, kde jsou k volbé pouze body §kaly vymezené ptickami
zebiiku (samoziejmé bez udané kvantifikace). Skaly se pozdéji doplituji riznymi pomocnymi
vypoveéd'mi, jako napt. jisty, pravdepodobny, nepravdépodobny a nemozny a dale To se stane
ziidkakdy. To se nemuze stat. To se stane v kazdém pripadé. a To se stane casto. Na
pravdépodobnostni Skalu doporucuji Sill a Kurtzmann (2019, s. 84) vyznacovat hodnotu
pravdépodobnosti kiizkem, v nékterych ulohdch se misto kiiZku objevuje napt. znak pro
smajlik nebo Sipka ukazatele.

Prvni dvé tlohy jsou formalni, dalsi tematicky Cerpaji ze zivota zaku. (Sill, Kreutzmann
2019, s. 84, 85)

24 K tloze je piipojen obrazek, na kterém dité hazi mi¢ do basketbalového koSe. Ko§ je viak umistén na druhé
strané& zdi, kam dit& nevidi.

25 Jako prvni pouzil tento termin madarsky matematik Tamas Varga v roce 1972.

% Ptidavné jméno ,,diskrétni* zde neni uZzito ve vyznamu celodiselny, nybrz ve vyznamu ,,nespojity, nabyvajici
jen urcitych hodnot z intervalu®.
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Uloha 1. K dané pravdépodobnostni skdle s vyznacenou hodnotou pravdépodobnosti prifad’
spravnou slovni charakteristiku: jisty, nepravdépodobny, nemozny, pravdépodobny.
Uloha 2. Na pravdépodobnostni $kdlu vyznaé kiizkem hodnotu pravdépodobnosti vysledku,
ktery byl oznacen jako pravdépodobny, jisty, nemozny, nepravdépodobny.
Uloha 3. Kdyz prsi a soucasné sviti slunce, uvidim duhu. Doplii: A. To je..., protoze...
B. Zajici Zerou radi travu. To je..., protoze...
Uloha 4. Zkontroluj, jestli je pravdépodobnost spravné vyznacena. Pokud ne, vylepsi!
Pri bource jsou blesky a hromy. A. Souhlasi. B. Nesouhlasi. Proc? ...
Na podzim opadaji listy z nasich stromu. A. Souhlasi. B. Nesouhlasi. Proc? ...
Uloha 5. Jisté, pravdépodobné nebo nemozné? Jak to vidis ty? Poloz pokazdé tuzku na pruh
pravdépodobnosti. Srovnej s kamaradem.
Uloha za¢in4 obrazkem (Obrazek 1) a v nasledujici tabulce Zaci piimo kvalitativng
ohodnocuji pravdépodobnost urcitych jevl v riznych oblastech:
Ve skole: Sport je nejlepsi skolni predmeét. Vsichni zaci spocitaji 597 : 7 sprdavné.
Veétsina zaku spocita 99 — 50 spravneé. Z matematiky dostanu dvojku.
V oblasti Pocasi: Zitra bude hezké pocasi. O Vanocich bude urcité snih. V zimé
bude urcite snih. Sakra! Prsi uz tri dny! Pri hazeni kostkou: Nikdy se nepodari
hodit trikrat po sobé cislo 6. Ted hodim cislo 7. Kdyz si to budu hodné prat, hodim
cislo 6. Cislo 6 nehodim bohuzel tak casto jako cislo 1.
(Nussknacker, 2. tfida, 2014, s. 34)

TR ) v - PR
Matematika ¥ ’{‘ N N Takze, podle Jatovidim
nés vdzy bavi. WL/ \? mé takhle. takto. L=
:./5,\ V// s - .

A

(4 Sy

( n‘er;—oiné./:‘.nepra;idé- pravdé- | i ."—‘\
-:i— —podotné " podobné :

Obrazek 1. Motivacni obrazek ke kvalitativnimu ohodnoceni pravdépodobnosti pii pouZiti
pravdépodobnostni skaly (Zdroj obrazku: Nussknacker 2014, s. 34, pieklad — autor piispévku)

Po zavedeni kvantifikace pravdépodobnosti v podobé zlomku nebo desetinného cisla se ve
vysSich tfidach Skala rozsifuje na uzavieny (redlny) interval, jehoz krajnim bodim jsou
pfifazena Cisla 0 a 1 jako mezni hodnoty pravdépodobnosti. Cisly mezi 0 a 0,5 je ohraniéen
dil¢i interval pro mdlo pravdépodobné jevy, ¢isla 0,5 a 1 jsou mezemi intervalu pro jev spise
pravdepodobny. Hodnoty lezici blizko 0 signalizuji stupen jistoty velmi nepravdépodobny,
hodnoty blizké &islu 1 pak vyjadiuji stupen jistoty velmi pravdépodobny. Casto se také uziva
spojeni mald, stiedni a velka (vysokad) pravdépodobnost. Oznaceni stiedu pravdépodobnostni
skaly je na prvnim stupni 1 : 1 nebo fifty-fifty, ¢imz se vyjadfuje stejna mira ocekavani (Sance),
ze vysledek nastane ¢i nenastane. Kazdému bodu pravdépodobnostni §kaly tak mizeme ptitadit
urcity subjektivni stupen jistoty (stupenn divery) v jeho ,,nastani”.

4.1.5 Zkoumani vlivu podminek procesu na pravdépodobnost vysledki

Pravdépodobnost vysledku zavisi na podminkéch, za kterych proces probiha, napt. na
vysledny ¢as b&hu na 60 m ma vliv aktudlni zdravotni a duSevni stav sportovce, na jeho
bézeckych dovednostech, na vétrnych podminkach a jist¢ na mnoha dalSich okolnostech. Pro
sportovce po intenzivnim bézeckém tréninku je vyhra pravdépodobnéjsi nez pro sportovce bez
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fadné pripravy. Zvlasté u vysledkli oznacenych jako udajné nemozné rozvijeji zaci podle
zkuSenosti Sill a Kurzmann (2019, s. 87) znaén¢ svou fantazii a predkladaji fadu napadu, aby
nasli podminky, za kterych nenastanou odpovédi o¢ekavané ucitelem.

Uloha 1. Emil chce navstivit svou babicku. Jeho maminka rekla, Ze je pravdépodobné, e
pojede na kole. Proc to tak jeho maminka hodnoti? Najdi vhodny ditvod a vyber.
A. Emil jezdi rad na kole. B. Emilovo kolo je rozbite. C. Venku sviti slunce.
D. K babicce je to daleka cesta. E. Emil dostal kolo kK narozeninam. F. Husté prsi.
Uloha 2. Co se musi zménit?
1. Je nemozné, abych si zitra rano dal pomerancovy dzus, nebot maminka Zadny
nekoupila.
A. Co se musi zmenit, aby to bylo mozné? B. Co se musi zmenit, aby to bylo jisté?
2. Je mozné, Ze k narozeninam dostanu darek, po kterém tak touzim.
A. Co se musi zménit, aby to bylo nemozné? B. Co se musi zménit, aby to bylo jisté?
Uloha 3. Nékdo Fekl, Ze letos bude u nds o Velikonocich lezet snih. Za jakych podminek je to:
A. jisté? B. pravdepodobné? C. nepravdépodobné? D. nemozné?

4.2. Koncept propedeutiky a vyuky pravdépodobnosti ve 3. a 4. ro¢niku ZS v Némecku

podle Sill a Kurtzmann (2019)

Koncept propedeutiky pravdépodobnosti v 3. a 4. ro¢niku ZS navazuje ve smyslu
spiralového principu uéiva na koncept pro 1. a 2. roénik ZS piedstaveny v kapitole 4.1. Podle
Sill a Kurtzmann (2019, s. 129) koncept obsahuje nasledujici body, které dale dopliujeme
né¢kolika pozndmkami:

e Srovnavani a popis pravdépodobnosti se vztahuje na narocnéjsi procesy.

o Pozaduji se pisemna zdiivodnéni rozhodnuti o porovnani a popisech pravdépo-
dobnosti.

e Zavedou se dalsi kategorie pro kvalitativni popis a zndazornéni pravdeépodobnosti.
Popise se stied pravdépodobnostni skaly.

e Zavedou se dalsi moznosti pro interpretaci pravdeépodobnosti.

e Priklady vlivu podminek na pravdépodobnosti budou narocnéjnéjsi.

o Do wuky se zahrnou situace z oblasti her spojenych s ndahodou, jako losovani
objektii z nadoby, a budou provadény experimenty ke stochastickym procesiim. [...]

Ve 3. a 4. ro¢niku se doporu€uje obohatit kvalitativni ohodnoceni pravdépodobnosti
0 jemn¢jsi ,,stupné” predev§im ve vztahu k jejim meznim hodnotadm: témeér nemozny, velmi
nepravdépodobny, spise nepravdépodobny, spise pravdépodobny, velmi pravdepodobny,
vysoce pravdépodobny, témér jisty. Hranice mezi nimi se samoziejmé nedaji piesné
specifikovat. Oznaceni stfedu pravdépodobnostni skaly napt. pro hod minci mtize napft. byt: Je
stejné tak pravdépodobné jako nepravdépodobné, Ze padne panna.?’ Stejné tak miize padnout
panna jako orel. Vétsina zakt zna ze svého okoli a rozumi procentiim, takze mohou fict: Je na
50 % pravdeépodobné, ze padne panna. Stied skaly se autorim osvédéilo oznadit ,,fifty-fifty*
nebo 1 : 1, i kdyz oba zapisy vyjadiuji $ance, nikoliv hodnotu pravdépodobnosti. Naopak Sill
a Kurtzmann nedoporucuji oznacovat stied skaly jako stejné pravdépodobny, nebot’ toto spojeni
vyjadfuje vztah mezi dvéma vysledky, tedy né&jakou relaci: Ze padne panna, je stejné
pravdépodobné, jako Ze padne orel.

Ve 3. a 4. ro¢nicich by se mély ve vyuce pravdépodobnosti jiz objevit idealizované
stochastické situace, které hraji podstatnou roli pii modelovani cetnych realnych procest: hod
minci, hazeni kostkou a losovani z urny. Zatadit je vhodné také hry vyuzivajici nahodu, jako

21 Zde je zrovna jedno, ktery z obou.
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napft. toceni kolem S§tésti. Pokusy na vSech vysSe uvedenych losovacich zafizenich lze za
stejnych podminek opakovat a hrac¢i nemohou svou vuli ovlivnit vysledek. Autofi nedoporucuji
vyuzit vysledky mnoha opakovani pokusu k nepfimému ditkazu rovnosti pravdépodobnosti na
zakladé Cetnosti jednotlivych vysledkt. Vysledky opakovanych hodu jsou totiz nejisté: piestoze
. . oy , 1 o ows C o
je pravdeépodobnost kazdého vysledku hodu kostkou - COZ Zaci vyjadii formulaci kazdy

vysledek je stejné pravdeépodobny (stejné mozny), nemusi na to vysledky experimentu vzdy
jednoznacné ukazovat. Nékdy bude pocet jednotlivych vysledkl piesné stejny, jindy se budou
absolutni i relativni Cetnosti jednotlivych vysledkt lisit. Relativni Cetnost slouzi tak pouze
k odhadim pravdépodobnosti jevu a je jeji pouhou ptibliznou hodnotou. Naopak Sill
a Kurtzmann doporucuji ke zdivodnéni vyuzit geometrickych vlastnosti losovacich zatizeni,
napt. pro hraci kostku: Vsech 6 stén kostky jsou shodné utvary podobné ctverci, maji stejnou
., velikost a tvar. Anebo diskusi: Proc¢ by podle tebe mél byt pri hazeni hraci kostkou hod 1
pravdeépodobnéjsi nez hod 6? Z jakych divodii by méla 1 padnout castéji nez 6?

Také se doporucuje, aby zaci misto hazeni vice kostkami opakovali hazeni stejnou kostkou
po dohodé¢, ze napt. prvni hozené ¢islo stoji na fadu desitek a druhé Cislo na fadu jednotek
kazdého z vysledki, kterymi bude dvojciferné ¢islo.

Uz u zakd 1. stupné ZS by mély byt rozvijeny dvé interpretace pravdépodobnosti: tzv.
subjektivni pravdépodobnost a objektivni pravdépodobnost. Na vysledky piirodnich dé&jh
a nadhodnych procesii ze spoleCnosti neméa c¢lovek (subjekt) vliv a proto jim piifazené
pravdépodobnosti oznacujeme jako objektivni, zatimco pravdépodobnosti vysledkl
myslenkovych procesi jsou zavislé na subjektu. Oba néhledy se propoji v pfipadech, kdyz
vyjadiujeme subjektivni hypotézy, domnénky 0 objektivnich pravdépodobnostech jev.

Nadale plati snaha vyhnout se uzivani slova Sance a spojeni Sance na vyhru, a to touto
formulaci: Pro kterou z prihlednych krabic s riznym poctem zelenych a zlutych kouli je

vevr

o pojmu pravdépodobnost, k udavani ¢i odhadovani jeji hodnoty. Castou chybou podle Sill
(2013, s. 20) byva, ze se oba pojmy, tedy pravdépodobnost a Sance nedostate¢né vyznamove

odli$uji. Sance O na nastani uréitého jevu A oznadime 0(A4)28 a jsou podilem pravdépodobnosti

Hhastani“ tohoto vysledku (jevu) a pravdépodobnosti, ze tyz vysledek (jev) nenastane:
0(4) = :1(;:)4). Napt. pti hodu kostkou je pravdépodobnost jevu A: ,,Padne ¢islo 1.“ P(4) = Z

6
ale Sance na nastani jevu, ze ,,Padne Cislo 1.“ je 0(A) =%= 0,2, tj. 20 %. Blizi-li se

pravdépodobnost 1, blizi se Sance nekonecnu. Blizi-li se pravdépodobnost 0, pak jsou Sance
nulové. Sance se nedaji znazornit na pravdépodobnostni kale. Zaci na 1. stupni Sance
nevyjadiuji Ciselné, nepocitaji je a méli by pouzivat slovo sance opét pouze ve slovnich
spojenich, jako napt. Mdm velkou Sanci na vyhru na kole stésti., i pti srovnanich Na /levém
kole stesti mam vetsi Sanci na vyhru nez na druhém kole vpravo. Dobte se daji Sance urCovat
pfi praci s losovacimi zafizenimi (generatory nahody): Sance na urcity jev jsou vztahem mezi
pfiznivymi vysledky a neptiznivymi vysledky.

Ve 3. a 4. tfid€ je podle Sill a Kurtzmann (2019, s. 156) jiz také vhodné propojit vyu€ovani
statistiky a pravdépodobnosti: bud’ ze ziskanych dat mlzeme Ccinit zavéry pro
pravdépodobnosti, nebo miizeme ze znamych ¢i odhadnutych pravdépodobnosti usuzovat na
data. Tyto dovednosti rozviji autofi vhodnymi piiklady.

28 Symbol 0 pouzivame podle anglického slova odds, kterému odpovida ¢esky ekvivalent §ance (mn. &.).
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5. Zavér

Vyuce pravdépodobnosti je na 1. stupni ZS v Némecku vénovana odbornou vefejnosti
velkd pozornost a pripisovdn rostouci vyznam, Scilem dosdhnout uplné matematické
gramotnosti zaku také na 1. stupni. V Némecku jsou pro zaky, stavajici i budouci ucitele
vydavany didakticky vhodné materidlni i1 elektronické materialy, které jim umoziluji se
pravdépodobnosti naplno vénovat. Zaci jsou povzbuzovani aktivizujicimi a praktickymi
vyukovymi metodami. Budovani prvotnich pfedstav o pravdépodobnosti tak probiha v duchu
konstruktivistickych pfistupii ve vyucovani matematice. Cilem vyuky pravdépodobnosti na 1.
stupni némeckych ZS je pedev§im intuitivné se zaky piistoupit k seznamoviéni (,,setkavani se*)
se zakladnimi pojmy a pracovnimi postupy, které jsou pro feSeni pravdépodobnostnich tloh
typické, provadét kvalitativni odhady pravdépodobnosti jevu (vysledktl) nahodnych pokust a
znazornovat je na pravdépodobnostni Skale, porovnavat subjektivni odhady pravdépodobnosti
a zdtvodnit férovost & neférovost dané hry. Vyuku pravdépodobnosti na 1. stupni ZS
v Némecku povazujeme za vhodny zdroj inspirace pro zavadéni pravdépodobnosti na ¢eskych
zakladnich skolach. Promysleny koncept propedeutiky pravdépodobnosti autord Sill
a Kurtzmann (2019) lze oznacit za inspirujici a zakim vstiicny.
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